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Предлагается алгоритм выбора матрицы квадрирования, обеспечивающей заданную совокупность 
передаточных нулей многосвязного динамического объекта. Приводятся условия разрешимости задачи и 
способы построения множества решений, если оно существует. Динамический объект; квадрирование; 
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ВВЕДЕНИЕ  
    Синтез систем управления многосвязными 

динамическими объектами является достаточно 
сложной задачей. Так как и входной, и выход-
ной сигналы в таком случае являются вектор-
ными величинами, приходится использовать 
достаточно сложный математический аппарат, 
осуществлять весьма громоздкие вычисления. 

В настоящее время имеются различные 
подходы к построению систем управления мно-
госвязными динамическими объектами [1]. Не-
обходимо отметить, что большая часть резуль-
татов получена для объектов с равным числом 
входов и выходов (так называемые квадратные 
системы). Чтобы использовать такие методики 
и алгоритмы применительно к объектам с чис-
лом входов, не равным числу выходов, доста-
точно часто используют процедуру квадриро-
вания. Суть процедуры квадрирования заклю-
чается в том, чтобы путем комбинации выход-
ных сигналов получить новый вектор выхода, 
размерность которого совпадала бы с размер-
ностью вектора входа. После этого система 
управления строится так же, как и для квадрат-
ного объекта. 

Выбор матрицы квадрирования (способа 
формирования нового выходного вектора) 
в общем случае ограничивается лишь требова-
нием обеспечить полный ранг формируемой 
матрицы выхода. Очевидно, что, накладывая 
некоторые дополнительные условия, можно 
обеспечить для нового объекта необходимые 
нам структурные свойства. Одной из структур-
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ных характеристик многосвязного объекта яв-
ляется спектр его передаточных нулей [2]. 
Предлагается в качестве дополнительного ус-
ловия рассмотреть присутствие в квадрирован-
ной системе желаемого набора передаточных 
нулей, обеспечивающих требуемые структур-
ные свойства синтезируемой системы. 

Вопросы анализа многосвязных объектов 
с использованием понятия системного нуля 
подробно рассмотрены в работе [3]. Показано, 
что наличие у объекта управления немини-
мально-фазовых системных нулей (нулей с по-
ложительной вещественной частью) не позво-
ляет решать целый ряд задач управления, адап-
тации и идентификации. Поэтому в процессе 
построения качественной системы управления 
одним из очевидных требований при проведе-
нии процедуры квадрирования является обес-
печение заданной совокупности системных ну-
лей. 

Необходимо отметить, что для полностью 
управляемого и наблюдаемого объекта множе-
ства системных нулей определяется множест-
вом передаточных нулей – таких значений 
комплексной переменной, при которых теряет 
нормальный ранг передаточная матрица объек-
та. 

В настоящее время известно несколько 
подходов к построению матрицы квадрирова-
ния, обеспечивающей заданную совокупность 
передаточных нулей [4, 5]. Однако указанные 
методы имеют ряд существенных недостатков, 
основной из которых – необходимость вычис-
ления миноров символьных матриц, что явля-
ется достаточно трудоемкой, неустойчивой  
и сложной для автоматизации процедурой. 
Применение эвристических процедур, основан-
ных на случайном изменении коэффициентов 
выходной матрицы, также представляется ма-
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лоэффективным из-за малой скорости сходимо-
сти итерационного алгоритма. 

В данной работе предлагается новый под-
ход к построению матрицы квадрирования, 
обеспечивающей заданную совокупность пере-
даточных нулей квадрированного объекта. 
Предложенные алгоритмы решения задачи ба-
зируются на применении технологии канониза-
ции матриц и методах решения односторонних 
линейных матричных уравнений [6, 7]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим динамический объект, описы-
ваемый в пространстве состояний уравнениями 
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где nRx∈ , sRu∈ , mRy∈  – векторы состоя-
ния, управления и выхода, A, B, C – числовые 
матрицы соответствующих размеров. 

Предполагается, что объект (1) полностью 
управляем и наблюдаем, n > m > s, матрицы 
входа и выхода имеют полный ранг. 

Скомбинируем компоненты выходного 
сигнала так, чтобы получился новый s-мерный 
вектор f: 

Lyf = , 

где L – матрица размерности s × m, имеющая 
ранг s. 

Такую операцию будем называть квадриро-
ванием выходов объекта. 

Требуется построить матрицу квадрирова-
ния L размерности s × m такую, чтобы µ = n – s 

различных наперед заданных чисел z
ip  явля-

лись передаточными нулями квадрированного 

объекта. Числа z
ip  должны быть действитель-

ные, не кратные, ни одно из этих чисел не 
должно совпадать с собственными числами 
матрицы A – в этом случае выполняется усло-
вие наблюдаемости квадрированного объекта. 

2. ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ                        
КВАДРИРОВАНИЯ 

Проанализируем условия разрешимости по-
ставленной задачи. Так как множество переда-
точных нулей исходного объекта является под-
множеством множества передаточных нулей 
квадрированного объекта, то произвольно зада-
вать все передаточные нули квадрированного 
объекта можно лишь в том случае, когда ис-
ходный объект не имеет передаточных нулей. 

В работе [3] показано, что квадрированный 
объект будет иметь ровно µ = n – s конечных 

передаточных нулей только при условии 
rank(LCB) = s. Так как ранг произведения мат-
риц не превышает минимального из рангов 
матриц-сомножителей, то указанное условие 
будет выполняться лишь когда rank(CB) = s. 

Будем искать матрицу квадрирования L 
следующего вида: 
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где k – некоторая матрица размерности (s – 1) × 
× m, q – некоторый вектор-строка размерности 
1×m. 

Матрица выхода квадрированного объекта 
запишется следующим образом: 
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где h = qC. 
Запишем выражение для передаточной мат-

рицы при z
ipp = : 
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Так как z
ip  является передаточным нулем, 

то матрица ( )z
ipW  будет уменьшать свой ранг, 

что формально соответствует наличию не рав-
ного тождественно нулю вектора η* такого, что: 
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Если матрица k выбрана такой, что матрица 

( ) BAIpkC z
i

1−
−  не уменьшает своего нормаль-

ного ранга ни при каких p, то уравнение (3) 
может быть записано в виде: 

( ) ( ) BAIpkCBAIph z
i

z
i

11 −−
−η=− , 

где η – тождественно не равный нулю вектор-
строка. 

Используя методы решения линейных мат-
ричных уравнений, получим: 

( ) L
z
i BAIpkCh

1−
−λ+η= ,             (4) 

где λ – произвольная матрица соответствующей 
размерности, если выполняется условие разре-
шимости: 

( ) ( ) 0
11

=−−η
−−

R
z
i

z
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Очевидно, что условие разрешимости (5) 
будет выполняться всегда. 
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С учетом свойств делителей нуля, уравне-

ние (4) можно записать следующим образом: 

( )AIpBkCh z
i

L
−λ+η= .               (6) 

Для каждого из µ передаточных нулей за-
пишем уравнение вида (6) и дополним полу-
ченную систему выражением для вектора h. 
Получим: 
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Теперь последовательно приравняем пра-
вую часть первого уравнения полученной сис-
темы к правым частям оставшихся уравнений, 
а затем приведем подобные. 
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Введем в рассмотрение блочные матрицы: 

( ) .,1, µ=
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Тогда система (8) может быть записана 
в виде: 
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Используя методы решения линейных мат-
ричных уравнений, получим: 
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где ρi – некоторый вектор-строка (если нас ин-
тересует нетривиальное решение уравнения, то 
ρi следует выбирать тождественно не равным 
нулю). 

С учетом принятых ранее допущений, раз-
мерность матрицы Ei составляет (n – s + m)×n. 
Следовательно, число строк превышает число 

столбцов, и матрица Ei всегда будет иметь ле-
вый делитель нуля. 

Каждая из матриц 
L

iE  может быть разбита 

на два блока: [ ]ii

L

i eeE ∗= . 
Тогда система (9) может быть представлена 

в виде: 
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Рассмотрим вторую часть системы (10) – 
уравнения с µ+1-го по 2µ-е включительно. По-
следовательно вычтем из первого уравнения 
оставшиеся уравнения системы и приведем по-
добные. 
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Введем в рассмотрение блочные матрицы: 
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Тогда система (11) может быть записана 
в виде одного матричного уравнения: 

.ek ∆=∆η                       (14) 

Полученное левосторонее матричное урав-
нение имеет решение: 

,
~ γ∆+∆∆= ηη

R

ek                (15) 

если выполняется условие разрешимости: 

.0=∆∆η e

L
                      (16) 

В выражении (15) матрицу γ следует выби-
рать из условия rank k = s – 1, вектора ρi следует 

выбирать из условия 0≠ρ ∗
iie , матрицу ∆η мож-

но выбирать произвольную полного ранга (это 



А.  З .  Асанов ,  Д .  Н .  Демьянов  • Задание совокупности передаточных нулей многосвязных динамических объектов…      149                                                                                                                                                                    
объясняется инвариантностью передаточных 
нулей к невырожденному преобразованию вхо-
да). 

Определив при заданных значениях γ, ρi, ∆η 
матрицу k из выражения (15), можно опреде-
лить вектор q из любого уравнения второй час-
ти системы (10). Матрица квадрирования L оп-
ределяется выражением (2). Проанализируем 
условие разрешимости (16). 

Матрица ∆η имеет n – s – 1 строк и s – 1 
столбцов. 

Если s – 1 ≥ n – s – 1 и матрица ∆η имеет 
полный ранг, то ее левый делитель нуля не бу-
дет существовать. Значит, если n ≤ 2s при мат-
рице ∆η полного ранга, то условие разрешимо-
сти будет выполняться всегда. В противном 
случает существование решения не гарантиро-
вано. 

Используя полученные аналитические со-
отношения, можно сформулировать алгоритм 
построения матрицы квадрирования, обеспечи-
вающей заданную совокупность передаточных 
нулей, следующим образом: 

1) Проверка входных данных: исходный 
объект управляем, наблюдаем, не имеет пере-
даточных нулей, rank(CB) = s. Если условие 
выполняется, то переход к пункту 2, иначе по-
ставленная задача неразрешима – конец алго-
ритма. 

2) Вычисляем  µ матриц Ei. 

3) Вычисляем µ матриц 
L

iE . 
4) Выбираем произвольно вектора ρi такие, 

что 0≠ρ ∗
iie . 

5) Выбираем произвольную матрицу ∆η 
полного ранга. 

6) Проверяем условие разрешимости (16). 
Если условие выполняется, то переход к пункту 
7, иначе данный алгоритм для решения задачи 
неприменим – конец алгоритма. 

7) Задаем вектор γ такой, чтобы матрица k, 
определяемая выражением (15), имела полный 
ранг. 

8) Задаем произвольный вектор η1 и опре-
деляем вектор q из выражения q =  η1k – ρ1e1. 

9) Формируем матрицу квадрирования L по 
формуле (2). 

Конец алгоритма. 
Необходимо отметить, что известные зада-

чи управления спектром передаточных нулей 
путем выбора матрицы выхода можно рассмат-
ривать как частные случаи процедуры квадри-
рования, когда матрица выхода исходного объ-
екта является квадратной матрицей полного 
ранга (объект обладает полной непосредствен-
ной наблюдаемостью). 

3. ПРИМЕР 

Пример. Рассмотрим динамический объект 
вида (1), представленный в пространстве со-
стояний матрицами: 
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Требуется построить матрицу квадрирова-
ния размерности 3 × 4 такую, чтобы квадриро-
ванный объект имел 2 передаточных нуля: 

71 −=zp ; 92 −=zp . 
Решение: Предварительный анализ пока-

зывает, что исходный объект управляем, на-
блюдаем и не имеет передаточных нулей, 
rank(CB) = 3. Так как n = 5 и s = 3, то условие 
n ≤ 2s выполняется. Следовательно, задача бу-
дет иметь решение всегда. Найдем матрицы Ei: 
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Найдем левые делители нуля матриц Ei: 

[
],0000,19066,02554,0

2256,01801,00905,01
−

−=
L

E  

[
].0000,18923,03496,0

2546,01146,00567,02
−

−=
L

E  

Выберем ρi из условия 0≠ρ ∗
iie , например 

ρ1 = ρ2 = 1. 
Тогда по формуле (13): 
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[ ]00144,00943,00291,0 −−=∆e . 

Выберем произвольную матрицу ∆η полно-
го ранга: 

[ ]11 −=∆η . 

Так как 0=∆η
L

, то условие (16) выполня-

ется. Следовательно, общее решение (15) урав-
нения (14) существует и имеет следующий вид: 
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Выберем матрицу γ такой, чтобы матрица k 
имела полный ранг, например γ = [1 2 3 4]. По-
лучим: 
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Зададим произвольный вектор η1 = [0 1] 
и определим из третьего уравнения системы 
(10) вектор q: 

111 ekq ρ−η= , 

[ ]0000,39066,37446,12256,1=q . 

Тогда матрица квадрирования L будет 
иметь вид: 
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После проведения процедуры квадрирова-
ния матрица выхода будет иметь вид: 
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Проверка любым из известных методов по-
казывает, что квадрированный объект управле-
ния будет иметь требуемую совокупность пе-
редаточных нулей. Поставленная задача реше-
на. 

 

ВЫВОДЫ  

В работе предложен новый подход к по-
строению матрицы квадрирования, обеспечи-
вающий заданный спектр передаточных нулей 
динамического объекта. Сформулированы ус-
ловия разрешимости задачи и показаны спосо-

бы их обеспечения. Предложенный алгоритм 
основан на свойствах передаточных нулей и 
методах решения односторонних линейных 
матричных уравнений. Алгоритм может быть 
достаточно легко реализован на ЭВМ. 
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