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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ 

 
 

УДК 681.5 
 

А .  З .  АСАНОВ ,  В .  С .  КАРИМОВ   
 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА  
СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ  

МНОГОСВЯЗНЫМ ОБЪЕКТОМ С ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ  
 

Решается задача синтеза системы автоматического управления многосвязным объектом с запаздываниями по 
состоянию, управлению и выходу на основе технологии вложения систем и метода компенсации запаздываний. 
Синтез системы управления проводится по трем случаям: синтез по свободной составляющей, синтез по выну-
жденной составляющей, синтез по свободной и вынужденной составляющим движения замкнутой динамиче-
ской системы. Для каждого случая найдены соотношения, определяющие множество решений, и  условия суще-
ствования этих решений. Показана эффективность синтеза системы управления приведенным способом на при-
мере. Многосвязный объект управления; синтез системы автоматического управления; запаздывания; вложе-
ние систем; параллельная компенсация запаздываний; упредитель Смита 

 
 
 
Во многих современных технических объ-

ектах управления (ОУ) можно наблюдать явле-
ние запаздывания, заключающееся в том, что с 
началом изменения сигнала на входе ОУ сигнал 
на выходе объекта начинает изменяться только 
через некоторый интервал времени.  

Запаздывания делятся на сосредоточенные 
и распределенные, причем сосредоточенные 
запаздывания могут быть локализованы по 
управлению, состоянию и выходу ОУ [1]. При-
мером объектов с запаздываниями по управле-
нию могут служить реактивные двигатели в 
переходных режимах [2], ленточные транспор-
теры, прокатные станы, процессы сушки и го-
рения, по состоянию – процессы с рециклом, в 
частности, процессы в измельчительных маши-
нах или процессы в химических реакторах [3, 
4], по выходу – объекты управления с более 
инерционными датчиками измерения, чем сам 
объект [1].  

Как правило, влияние запаздываний на про-
цессы управления негативно. Поэтому методы 
синтеза систем управления для вышеперечис-
ленных объектов, не учитывающие фактор за-
паздывания, оказываются малоэффективными. 
Проблема конструирования подобных систем 
управления еще более усложняется в случае, 
если объект управления является многосвяз-
ным.  

К настоящему времени известно значитель-
ное количество работ, посвященных исследо-

                                                 
  Контактная информация: public.mail@ksu.ru 
  Работа выполнена при финансовой поддержке  
  РФФИ (грант 08-08-00536) 

ванию систем автоматического управления 
(САУ) с запаздыванием по управлению с одним 
входом и одним выходом [1, 4, 5]. Многомер-
ным (многосвязным) системам управления с 
запаздываниями посвящено небольшое количе-
ство научных работ [1].  

Недостаточно освящены в научной литера-
туре вопросы синтеза систем управления с за-
паздываниями по состоянию, а также синтеза 
систем с запаздываниями по управлению, вы-
ходу и состоянию.  

Целью данной работы является аналитиче-
ский синтез многосвязной системы автоматиче-
ского управления объектом с запаздываниями 
по управлению, состоянию и выходу. Для ре-
шения задачи синтеза САУ с запаздываниями 
используется технология вложения систем и 
канонизация матриц [6, 7], а также методы па-
раллельной компенсации запаздываний [1, 5]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть линейный многосвязный объект с со-
средоточенными запаздываниями по управле-
нию, состоянию и выходу может быть пред-
ставлен дифференциально-разностными урав-
нениями: 

     

,)()(

,)()()(

0

0 0

∑

∑ ∑

=

= =

τ−=

θ−+τ−=

l

i
ii

l

i

r

j
jjii

txCty

tuBtxAtxɺ

        (1) 

где τ0 = 0, 0 < τ1, τ2,…, τl – постоянные времена 
запаздываний в каналах состояния и выхода, 
θ0 = 0, 0 < θ1, θ2,…, θr – постоянные времена за-
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паздываний в каналах управления, i = 0,…,l,  j = 

= 0,…,r, sRtu ∈)( – вектор входных перемен-

ных, mRty ∈)(  – вектор выходных переменных,  
nRtx ∈)( – фазовый вектор объекта управления. 

В нашем случае матрицы Ai имеют размер nxn,  
Ci – mxn, являются числовыми и соответствуют 
временам запаздывания τi. Матрицы Bj размера 
nxs также являются  числовыми и соответству-
ют временам запаздывания θj. Слагаемые Aix(t –
– τi) описывают запаздывания сигналов на вре-
мя τi во внутренних каналах ОУ, Bju(t – θj) – 
запаздывания сигналов на время θj в каналах 
управления, Cix(t – τi) – запаздывания сигналов 
на время τi в каналах выхода. 

Начальные условия зададим с учетом за-
держек сигналов в ОУ, то есть будем формаль-
но рассматривать отрицательные моменты вре-
мени t < 0, предполагая, что в объекте происхо-
дили динамические процессы до начального 
момента времени: 

)()( ttx xϕ= , 00 ttt ≤≤τ− , 

)()( ttu uϕ= , 00 ttt ≤≤θ− , 

где τ, θ – наибольшие времена запаздываний по 
состоянию и по управлению соответственно. 

Необходимо добавить, что объект управле-
ния с запаздываниями должен быть устойчи-
вым, так как в случае неустойчивого объекта 
применение любого закона управления, как 
правило, ведет к неустойчивости всей системы 
управления [8].  

 Задачу синтеза управления объектом с за-
паздываниями можно разделить в нашем слу-
чае на две части. На первом этапе решается 
подзадача компенсации запаздывания по 
управлению и выходу многосвязного ОУ с за-
паздываниями. На втором этапе проводится 
синтез системы автоматического управления 
для ОУ с запаздываниями по состоянию на ос-
нове реализации некоторого закона управления. 

2. КОМПЕНСАЦИЯ ВХОД–ВЫХОДНЫХ 
ЗАПАЗДЫВАНИЙ 

Применение преобразования Лапласа к 
уравнениям (1) дает операторную форму опи-
сания объекта: 
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 Объект управления, представленный урав-
нениями (2), имеет вид, изображенный на 
рис. 1, а его матричная передаточная функция 
(МПФ), полученная путем известных преобра-
зований, может быть выражена следующим об-
разом: 
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Для компенсации запаздываний по управ-
лению и выходу в объекте используем основ-
ные идеи упредителя Смита [1, 5]. 

Упредитель Смита и его обобщение на 
многосвязный случай. Упредитель Смита 
(рис. 2) основан на принципе динамической 
компенсации запаздываний, который заключа-
ется в предварительной компенсации влияния 
запаздываний на переходные процессы в кон-
туре упреждения. В случае полного упрежде-
ния этот контур включает в себя разность мо-
дели объекта управления без запаздываний и 
модели объекта управления с запаздываниями. 
Следовательно, задачу регулирования можно 
решать без учета фактора запаздывания. 

 Предположим, что в многосвязных (мно-
гомерных) системах для решения задачи адди-
тивной компенсации запаздываний по управле-
нию и выходу можно использовать идею упре-
ждения Смита. 

 Следуя этому принципу, добавим парал-
лельно к объекту контур компенсации запазды-
ваний по управлению R(p) и контур компенса-
ции запаздываний по выходу H(p) (рис. 3). 

Контур R(p), компенсирующий запаздыва-
ния по управлению, можно получить как раз-
ность модели объекта без запаздываний по 
управлению и модели объекта с запаздывания-
ми по управлению. Контур H(p), компенси-
рующий запаздывания по выходу, можно полу-
чить как разность модели объекта без запазды-
ваний по выходу и модели объекта с запазды-
ваниями по выходу. Тем самым используется 
идея, предложенная в схеме Смита: компенса-
ция запаздываний с помощью подсистем, пред-
ставляющих собой разность моделей объекта 
без запаздываний и с запаздываниями. 

Контур, компенсирующий запаздывания по 
входу (рис. 3), может быть представлен в виде 
МПФ: 
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а контур, компенсирующий запаздывания по 
выходу: 
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 Очевидно, что контуры компенсации R(p) и 
H(p) должны быть выбраны таким образом, что 
при их параллельном присоединении к объекту 
W(p) запаздывания по входу и выходу полно-
стью компенсируются: 
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После сокращения одинаковых компонент по-
лучим 
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В результате компенсации получили объект 
(3), МПФ которой перестала содержать запаз-
дывания по входу и выходу.  

Необходимо добавить, что компоненты 

МПФ полученного ОУ ∑
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найти, приравняв времена запаздываний нулю в 
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e . Они обозначают обыкновенные мат-

рицы входа и выхода, которые в дальнейшем 
мы обозначим как C и B соответственно. 

Таким образом, в результате аддитивной 
компенсации запаздываний получили модифи-
цированный объект управления, содержащий 
запаздывания только по состоянию, который 
можно представить в виде дифференциально-
разностных уравнений: 

   

),()(

,)()()(
0

tCxty

tButxAtx
l

i
ii

=

+τ−=∑
=

ɺ

            (4) 

где ∑
=

=
r

j
jBB

0

, ∑
=

=
l

i
iCC

0

. 

3. КОМПЕНСАЦИЯ ЗАПАЗДЫВАНИЙ 
ПО СОСТОЯНИЮ И ПОСТРОЕНИЕ 
СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 

Пусть регулярный закон управления в об-
щем случае описывается матричным уравнени-
ем 

  )()()()()( pupypKpgpG += ,          (5) 

где G(p) – матричная передаточная функция 
(МПФ) предкомпенсатора размера s × s, K(p) – 

МПФ регулятора размера n × s, sRpg ∈)(  – 
вектор управления на входе системы. 

Полученный после преобразования Лапласа 
скомпенсированный объект (4) может быть 
представлен в виде: 

).()(

),()()()(

0

00

pxCpy

ppuBpxAppx

l

i
i

x

r

j
j

l

i

p
i

i

∑

∑∑

=

==

τ−

=

ϕ++= e

 (6) 

Для ОУ (4) и закона управления (5) необхо-
димо найти МПФ предкомпенсатора G(p) и ре-
гулятора K(p) или условия, их определяющие, 
при которых поведение САУ (рис. 4) будет 
описываться желаемыми матричными переда-

точными функциями )( px
y
ϕE  и/или )( pg

yE . 

МПФ )( pE x
y
ϕ  от начального условия φx к 

выходу у – это свободная составляющая дви-
жения замкнутой динамической системы, МПФ 

)( pEg
y  от управляющих воздействий g к выхо-

ду y – это вынужденная составляющая движе-
ния замкнутой динамической системы.  

Для модифицированного объекта управле-
ния с запаздываниями по состоянию (4) прове-
дем синтез системы управления с использова-
нием технологии вложения систем [6, 7, 9].  

С учетом уравнений (5), (6) проблемная 
матрица (проматрица) рассматриваемой задачи 
будет иметь вид: 
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Репроматрица (реверсивная проблемная 
матрица, обратная проматрице [6, 7]) системы в 
обобщенном виде представляется следующим 
образом: 
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Здесь )( pEi
j  – МПФ от параметра i к пара-

метру j. Блоки, не представляющие особого ин-
тереса, отмечены звездочками. 

Матрицы вложения α и β, используемые 
при вложении систем, имеют вид: 
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ϕ=ω , где ω – образ синтези-

руемой системы, то есть желаемая переда-
точная функция системы. 

Общая схема решения поставленной задачи 
заключается в последовательном выполнении 
процедур технологии вложения [6, 7] – после-
довательной факторизации матриц Ω = ΣΞ, α = 
= Σδ, β = πΞ, ω = πδ. Это позволяет получить 
уравнения, которым должны удовлетворять 
МПФ предкомпенсатора G(p) и регулятора 
K(p), для трех случаев: при синтезе по свобод-

ной составляющей )( pE x
y
ϕ , при синтезе по вы-

нужденной составляющей )( pEg
y , при синтезе 

по свободной )( pE x
y
ϕ  и вынужденной )( pEg

y  

составляющим движения замкнутой динамиче-
ской системы. 

Для решения матричных уравнений, кото-
рые будут получаться в результате применения 
процедур вложения, возможно применение ап-
парата канонизации матриц [10]. 

Таким образом, задача синтеза системы ав-
томатического управления с запаздываниями 
по состоянию сводится к стандартной задаче, 
основанной на технологии вложения систем 
для трех случаев синтеза. 

1. Синтез по свободной составляющей дви-
жения замкнутой динамической системы 

)( pE x
y
ϕ . 

В этом случае свободное движение систе-
мы, обусловленное начальными условиями 
объекта, не зависит от выбора предкомпенсато-
ра, поэтому закон управления принимает вид 

)()()( pypKpu −= . 

Применение технологии вложения при син-
тезе по свободной составляющей дает следую-
щее уравнение для определения регулятора 
K(p): 
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Из уравнения (7) с использованием резуль-
татов [6, 7] можно выразить множество регуля-
торов: 
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где η(p), µ(p) – произвольные дробно-полино-
миальные матрицы соответствующих размеров. 
Условия разрешимости уравнения (7) при при-
менении метода канонизации, а значит, и суще-
ствования множества решений (8) имеют вид: 
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или          
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где ξ(p), χ(p) – произвольные дробно-полино-
миальные матрицы соответствующих размеров. 

 2. Синтез по вынужденной составляющей 
движения замкнутой динамической системы 

)( pg
yE . 

Применение технологии вложения при син-
тезе по вынужденной составляющей дает сле-
дующие уравнения относительно искомых пе-
редаточных матриц G(p) и K(p): 



28                                           СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ                                                                                                                                                                                                                          

   

),()()(

),(

)()()(

0

0

000

ppGBp

ApI

pCCpKBp

g
y

r

j
jx

l

i

p
in

x

l

i
i

l

i
i

r

j
jx

i

E

e

=π

−×

×π−=π

∑

∑

∑∑∑

=

=

τ−

===

    (11) 

где )( pxπ  – вспомогательная дробно-полино-
миальная матрица размера m ×  n. 

Используя результаты [6, 7], множество ре-
гуляторов и предкомпенсаторов в этом случае 
можно описать формулами: 
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удовлетворяющими условиям разрешимости: 

a) ранг матрицы )( pg
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в) существуют произвольные дробно-поли-
номиальные матрицы ψ(p) и η(p), дополняющие 

столбцовые базисы матрицы ∑
=
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i
iC

0

 и желаемой 

передаточной матрицы )( pg
yE  до размерности 

пространства состояний n, а также произволь-
ная обратимая матрица N(p), при которой вы-
полняются условия 
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где )( pϑ , ξ(p),  χ(p) – произвольные дробно-
полиномиальные матрицы соответствующих 
размеров, κ(p) – произвольная дробно-полино-
миальная матрица, дополняющая строчечный 

базис желаемой МПФ )( pg
yE  до размерности 

пространства состояний n и удовлетворяющая 
условию  

0)()( =κψ pp , 

матрицы T(p), N(p), )( pλ , η(p) и ψ(p) прини-
мают значения, удовлетворяющие условиям 
разрешимости a), б), в). 

3. Синтез по свободной )( px
y
ϕE  и вынуж-

денной )( pg
yE составляющим движения замк-

нутой динамической системы. 
Применение технологии вложения при син-

тезе по вынужденной и свободной составляю-
щим дает следующие уравнения относительно 
искомых передаточных матриц G(p) и K(p): 
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Рис. 1. Многосвязный объект управления с запаздываниями по входу, выходу и состоянию 
 

 
 

Рис. 2. Скалярная система автоматического управления с упредителем Смита 
 
 

 
 
 

Рис. 3. Параллельная компенсация запаздываний многосвязного объекта по управлению и выходу 
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Рис. 4. Система автоматического управления многосвязным объектом с запаздываниями по состоянию 

 

Из уравнений (13) множество регуляторов и 
предкомпенсаторов может быть выражено сле-
дующим образом: 
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где η(p), µ(p), χ(p) – произвольные дробно-по-
линомиальные матрицы соответствующих раз-
меров. Условия разрешимости уравнений (13) и 
получения множества решений (14) имеют вид: 
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или       
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где λ(p), ξ(p), κ(p) – произвольные дробно-по-
линомиальные матрицы соответствующих раз-
меров. 

Таким образом, получены соотношения (8), 
(12), (14) с условиями существования этих ре-
шений (9) или (10), условиями а), б), в) при со-
отношении (12), условиями (15) или (16) соот-
ветственно, которые позволяют найти множе-
ство регуляторов и предкомпенсаторов, удов-
летворяющих закону управления (5). 

4. ПРИМЕР 

 Рассмотрим синтез САУ для некоторого 
объекта с запаздываниями по состоянию, 
управлению и выходу.  

Пусть устойчивый объект управления задан 
следующими дифференциально-разностными 
уравнениями: 
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Следовательно, ОУ можно представить 

матрицами в пространстве состояний: 
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На первом этапе введем в параллельную 
цепь объекта контур компенсации запаздыва-
ний по управлению:  
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R(p) можно представить в пространстве состоя-

ний матрицами 
















−−
−

−−
=

120

020

301

0A , 

















−

−
=

100

000

005,0

1A , 
















=∑
= 101

120

001
2

0j
jB , ,

100

020

000

0

















=B  

,

001

000

001

1

















=B  ,

000

100

000

2

















=B  ,

000

020

001

0

















=C  

















=
100

000

000

1C  с запаздываниями 11 =τ с, 22 =τ с. 

Контуру компенсации запаздываний по выходу 
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можно поставить в соответствие матрицы в 
пространстве состояний 
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После применения компенсации получается 
ОУ в пространстве состояний, имеющий вид 
(4) и содержащий только запаздывания по со-
стоянию: 
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величина запаздывания составляет 11 =τ с. 

На втором этапе осуществляется синтез 
САУ по вынужденной и свободной  состав-
ляющим движения замкнутой динамической 
системы. Устойчивые желаемые МПФ в этом 
случае зададим в виде: 
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Выполним проверку существования множе-
ства решений регуляторов и предкомпенсато-
ров по формулам (15), предварительно вычис-
лив левый делитель нуля произведения 
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 с помощью программных средств [11]: 
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Следовательно, условия разрешимости 

уравнений (15) полностью выполняются. 
Значения регулятора и предкомпенсатора, 

удовлетворяющие закону управления (5) по 
формулам (14) при η(p) ≡ 0, µ(p) ≡ 0, χ(p) ≡ 0: 
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Из анализа переходных характеристик сле-
дует, что МПФ полученной системы управле-
ния полностью соответствует желаемым МПФ.  

Результаты имитационного моделирования 
подтверждают компенсацию запаздываний по 
состоянию, управлению, выходу и достижение 
желаемых процессов в системе управления. 

Необходимо отметить, что полученный ре-
гулятор и предкомпенсатор несложно предста-
вить в виде цифровых моделей, реализованных 
в качестве алгоритмов, которые легко програм-
мируются на ЭВМ. 

ВЫВОДЫ 

 После выполнения параллельной компен-
сации запаздываний и процедур технологии 
вложения систем получены формулы для регу-
ляторов и предкомпенсаторов, а также условия 
существования множества решений регулято-
ров и предкомпенсаторов. Выражения для ре-
гуляторов и предкомпенсаторов были выведе-
ны для трех случаев синтеза: по свободной со-

ставляющей )( px
y
ϕE , по вынужденной состав-

ляющей )( pg
yE , по свободной )( px

y
ϕE  и выну-

жденной ),( pg
yE  составляющим движения 

замкнутой динамической системы.  
Предлагаемый в работе способ дает точное 

аналитическое решение задачи синтеза системы 
управления с запаздываниями по управлению, 
состоянию и выходу. Особенностью представ-
ленного подхода является то, что объект управ-
ления изначально является многосвязным (мно-
гомерным).  

На числовом примере показывается эффек-
тивность применения предлагаемого способа 
решения задачи синтеза.  
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