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Аннотация. Приведены алгоритмы и погрешности измерения плотности вероятности 
случайного процесса с равномерным законом распределения плотности вероятности 
и линейно убывающей корреляционной функцией при экстраполяции и интерполя-
ции его реализации между отсчетами. Описан комплексный подход к определению 
погрешностей таких измерений, позволяющий одновременно учесть влияние кванто-
вания по уровню и дискретизации по времени, а также экстраполяции и интерполя-
ции реализации процесса. Даны рекомендации по оптимизации таких измерений и 
повышению их эффективности. 

Ключевые слова: эргодический случайный процесс; линейная корреляционная функ-
ция; алгоритмы измерения; экстраполяция и интерполяция. 

ВВЕДЕНИЕ 

Измеряемые сигналы представляют со-

бой случайные процессы. Поэтому задача 

оптимизации измерительных процедур та-

ких сигналов на сегодняшний день является 

весьма актуальной. Для эргодических слу-

чайных процессов известны методы изме-

рения математического ожидания, диспер-

сии и корреляционной функции. Для полу-

чения оценки плотности вероятности эрго-

дического случайного процесса используют 

метод относительного времени пребывания 

реализации сигнала выше заданного уровня 

и его цифровой аналог – метод дискретных 

выборок, результаты измерения которого 

графически представляются в виде гисто-

граммы. При построении гистограммы по 

умолчанию считают, что в течение шага 

дискретизации сигнал не выходит за преде-

лы одного кванта  и переход сигнала из од-

ного кванта в другой осуществляется в мо-

мент дискретизации. Это выполняется толь-

ко при ступенчатой корреляционной функ-

ции и шаге дискретизации, равном интерва- 

лу корреляции [1]. Получаемые результаты 

не сопровождаются оценкой их погрешно-

стей и не позволяют говорить об их досто-

верности. Научно обоснованные рекомен-

дации по оптимизации таких измерений 

также отсутствуют. 

В статье рассматривается процедура 

цифрового измерения одномерной плотно-

сти вероятности на примере оригинального 

случайного процесса с равномерным зако-

ном распределения и линейно убывающей 

корреляционной функцией при равномер-

ных распределениях погрешности кванто-

вания по уровню и шагах дискретизации во 

времени [2, 3]. Характеристики погрешно-

стей измерений плотностей вероятностей 

получены с применением комплексного 

подхода к определению погрешностей. Он 

позволяет избежать некорректного сумми-

рования погрешностей дискретизации и 

квантования, а также погрешностей восста-

новления реализации процесса между от-

счетами, и учесть их взаимное влияние друг 

на друга [4, 5]. 
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При цифровых измерениях реализация 
)(tx  случайного процесса равномерно дис-

кретизируются во времени с шагом 0T  и 

квантуется по уровню с шириной кванта 

к2 . Получаются дискретные отсчеты ilx , 

где i – номер отсчета, датируемого момен-
том времени it , a l – номер кванта, соответ-

ствующий уровню квантования lx . Номера 

отсчетов принимают значения 
nni  ..., ,1 ,0 ,1 ..., ,  , где 12n  количество 

отсчетов, а 02nT  длительность реализации. 

Количество уровней квантования обозначим 
через L , а номера уровней квантования 

Ll  ..., ,2 ,1  [6]. 
Оценка 

и1 ][Xw  одномерной плотности

вероятности при интерполяции реализации 
процесса между отсчетами имеет вид [1, 6] 
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где 1[ λ;  ,  .., ,.., ]nk il nrw X x x x   одномерная 

условная плотность вероятности процесса в 
момент времени 00 λ T   между соседними 

отсчетами после получения всех отсчетов 
,  .., ,.., nk il nrx x x  реализации; ,  1,  2,  ...,k r L  – 

номера уровней квантования. 
При экстраполяции в будущее реализа-

ция  tx  восстанавливается на i  интервале 
дискретизации по предшествующим отсче-
там ilnk xx ,...,  и продляется еще на один 

2n+1 интервал 0n nt t t T   . Тогда оценка 

э1 ][Xw  одномерной плотности вероятности

при экстраполяции 
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В инженерной практике ограничиваются 
чаще всего одним i отсчетом при экстрапо-
ляции в будущее, а также двумя i и i+1 от-
счетами при интерполяции. Тогда апостери-
орная условная плотность вероятности 

1[ λ;  ,  ..., ]nk ilw X x x  при экстраполяции 

приобретает вид ] ;λ[1 ilxXw . Обозначим 

в выражении (2) частость появления от-
счетов ilx , равных уровню квантования lx  и 

определяющих плотность распределения 
вероятности ] ;λ[] ;λ[ 11 lil xXwxXw  , через 

 ( ) 2 1l lP x n n  , где ln – количество  

отсчетов ilx , равных уровню квантования lx

и  
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При интерполяции реализации )(tx  про-

цесса восстановление происходит по двум 
смежным отсчетам ilx , ( 1)i kx   в выражении (1) 

одномерная условная плотность вероятности 

1 1 ( 1)[ λ;  ,  .., ,.., ] [ λ;  ,  ],nk il nr il i kw X x x x w X x x 

где 
0λ0 T ; Lkl ,...,2,1,  . 

Обозначим частость появления отсче-
тов, следующих друг за другом и соответ-
ствующих уровням квантования lx  и kx , 

определяющих плотность вероятности 

1[ λ;  ,  ]l kw X x x  через ( , ) 2l k lkP x x n n , где 

lkn  – количество событий, заключающихся 

в появлении отсчетов, с уровнями квантова-

ния lx  и kx , а  
1 1

, 1
L L

l k
l k
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 . Тогда 

выражение (1) примет вид 
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Из выражений (1)–(4) следует, что оцен-
ка одномерной плотности вероятности су-
щественно зависит от одномерной условной 
плотности вероятности 1 λ; ,.., ,.,nk il nrw X x x x   , 

которая определяется свойствами и харак-
теристиками конкретной модели случайного 
процесса. 

Рассмотрим случайный процесс Заико с 
равномерным законом распределения плот-
ности вероятности  Xw1  [2, 3]. Такая мо-

дель проста, требует минимума априорной 
информации и позволяет получить пригод-
ные для инженерной практики результаты. 
Она описывается всего тремя параметрами: 
нижней 

нX  и верхней вX  границами изме-
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нения случайного процесса и нормирован-

ной корреляционной функцией  τρ , кото-

рую в нашем случае положим равной 
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реляции. 

Для него плотность вероятности 
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При экстраполяции в будущее реализа-

цию  tx  процесса восстанавливаем по

предыдущему отсчету 
lx . При равномер-

ных распределениях случайного процесса и 

погрешности квантования условная плот-

ность вероятности ] ;λ[1 lxXw , где 
0λ0 T , 

также равномерна [1, 6] 
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где верхняя )λ;(в lxX  и нижняя )λ;(н lxX  гра-

ницы динамического диапазона изменения 

случайного процесса при экстраполяции и 

0τλ0   [1, 6]: 
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Тогда выражение (5) примет вид 
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(6) 

В зависимости от соотношения шага 

дискретизации 
0T  и интервала корреляции 

0  возможны два варианта экстраполяции 

реализации случайного процесса и получе-

ния оценки 
э1 ][Xw  одномерной плотности 

вероятности: 
00 τT  и  

00 τT . 

При 
00 τT  экстраполяция по последнему 

отсчету 
lx  осуществляется с шагом 

0T , и 

интервал корреляции 
0τ
 накладывается на 

соседний шаг дискретизации. Поэтому 

оценка 
э1 ][Xw  (3) для Ll 2,..., ,1  примет вид 
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осуществляется на интервале 
0τλ0  , и 

] ;λ[1 lxXw  описывается выражением (6). При 

00 λτ T  зависимость от последнего отсче-

та 
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В результате при  
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      Абсолютная погрешность  Xэ  оценки 

э1 ][Xw  при экстраполяции и комплексном 

подходе к ее определению для 
00 τT  и 

Ll 2,..., ,1  [2, 6] 
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При 
00 τT   и Ll 2,..., ,1  [3, 4] 
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Отметим наличие пропорциональной  

  к2lxP  мультипликативной погрешно-

сти, которая имеет разное значение при 

00 τT  и при 
00 τT . Кроме того, при 

00 τT  по-

явилась аддитивная погрешность 

  0к00 2τ TLT  , которая при 
00 τT  отсут-

ствует. 

При интерполяции реализацию  tx  слу-

чайного процесса восстановим по двум со-

седним отсчетам ilx  и
kix )1( 
. Тогда условная 

плотность вероятности ], ;λ[1 kl xxXw , где 

0λ0 T ,  равна [5–7]: 
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где разность верхней ),;λ(в kl xxX  и нижней 

),;λ(н kl xxX  границ динамического диапазо-

на изменения случайного процесса  при ин-

терполяции [5–7]: 
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Возможны три варианта восстановления 

реализации: 
00 T , 

000 τ2τ T  и 
00 2T . 

Результат восстановления на интервале 

0λ0 T  зависит также от взаимосвязи от-

счетов ilx  и kix )1(  , которая учитывается 

условной плотностью вероятности 

] , ;λ[1 kl xxXw . 
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000 τ2τ T  Lkl ,...,2 ,1,   
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При 
00 τ2T  Lkl ,...,2 ,1,   
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Подставив эти значения, получим оцен-

ку плотности распределения вероятности 

 
и 1 Xw  [8]. 
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Отметим, что для k=l при 
00 τT  и 

000 τ2τ T  имеют место мультипликатив-

ные и отсутствуют аддитивные погрешно-

сти оценки  
и1 Xw . При 

00 τ2T  мультипли-

кативная пропадает и появляется аддитив-

ная погрешность   LTT 0к00 2τ2  . 

Выводы. При линейной корреляцион-

ной функции  τρ  оценки  Xw1
 существен-

но отличаются от традиционных гисто-

грамм. Столбцы гистограмм «расплывают-

ся» и налагаются друг на друга, появляются 

аддитивные и мультипликативные погреш-

ности. Полученные выражения для погреш-

ностей оценок  Xw1
 позволяют адекватно 

учесть эти изменения при экстраполяции и 

интерполяции, повысить точность и досто-

верность измерений плотностей вероятно-

стей  стационарных  эргодических случай-

ных процессов [5, 9]. 
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