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ОБОБЩЕННАЯ ИМПУЛЬСНАЯ ФУНКЦИЯ  
СЕМЕЙСТВА ТЕЧЕНИЙ ГАЗА В КАНАЛАХ ДЛА И ЭУ 

 
 
Приводится обобщенная импульсная функция течения газа в каналах ДЛА и ЭУ, выраженная в модифициро-
ванных газодинамических функциях полного импульса. Решение системы уравнений законов сохранения дано  
для  газодинамики торможения вязкого сверхзвукового потока, для псевдоскачков в каналах, принадлежащих к  
семейству со степенной зависимостью между давлением и площадью поперечного сечения. Импульсная функ-
ция;  торможение вязкого сверхзвукового потока; псевдоскачок  
 

 
 
Установление закономерностей изменения 

параметров газового потока на псевдоскачке [1] 
имеет важное значение для решения целого ря-
да практических задач,  разработки методов 
расчета газодинамики технических устройств. 

Параметры газа за псевдоскачком опреде-
ляются законами сохранения массы, импульса 
и энергии. Эти законы связывают между собой 
значения параметров газа перед псевдоскачком 
с параметрами газа за псевдоскачком со скоро-
стью движения газа. Под параметрами газа на 
псевдоскачке здесь понимаются приведенные 
скорости λ1 в начальном х1 и λ2 ; в конечном х2 
сечении полностью развитого псевдоскачка 
отношение статических давлений р = р2 /p1 и 
полных  σ = р* 2 /p*1 − коэффициент восстанов-
ления полного давления на псевдоскачке. 

Приближенное определение соотношения 
параметров развитого псевдоскачка произво-
дится методами одномерной газовой динамики 
установившихся течений с использованием мо-
дифицированных газодинамических функций 
потока полного импульса, учитывающих не-
равномерность распределения параметров газа 
в каналах газодинамических установок или 
струях по площади поперечного сечения. 

1. ОБОБЩЕННАЯ ИМПУЛЬСНАЯ ФУНКЦИЯ 
И ЕЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Уравнение импульсов для течения газа с 
трением, подводом или отводом массы вторич-
ного газа в канале переменного поперечного 
сечения запишется в виде 

.Ф wwx dFdMupdFd τ−+=            (1) 

                                                 
  Контактная информация: (347) 273-09-44 

Здесь их − осевая составляющая скорости 

вторичной массы газа;  2

2u
C fw

ρ=τ − касатель-

ное напряжение на стенке канала, Сf − коэффи-
циент гидравлического трения. 

После несложных преобразований уравне-
ния (19) получим 

г

1
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2
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d pdF Gu Gu
u G D

= + − ξ
 ,      (2) 

где  ξ = 4Cf − коэффициент гидравлического 
сопротивления (важнейшая гидравлическая ха-
рактеристика канала); Dг = 4 F/П − гидравличе-
ский диаметр канала; П − периметр сечения 
канала. 

Уравнение состояния совершенного газа 
записывается в виде 

p=ρRг Т .                           (3) 

Связь между заторможенными изоэнтропи-
ческими параметрами и параметрами газа в по-
токе определется известными газодинамиче-
скими функциями: 
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Используя  выражения   для   потока   пол-
ного импульса  типа  (3), представим уравнение 
(2) в следующих трех различных видах: 
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В уравнениях (5) индексом i обозначены 
формы записи модифицированных газодина-
мических функций потока полного импульса. 

Разделив почленно соответственно первое 

уравнение на кр

1
Ga

 γ +
 γ  , второе на (pF)1 и 

третье на (р*F )1, после ряда преобразований 
уравнения (1) запишутся в безразмерном виде:  
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Здесь ψ – комплексный параметр 

г г

1 1 1

1 1
/ ,

G T
R R G

G T

∗

∗

   γ + γ +ψ = = θϑ   γ γ   
 

где 1/G G G=  − коэффициент массового воздей-

ствия; *
1/TT∗=θ − коэффициент теплового 

воздействия; г г

1

1 1
/R R

   γ + γ +ϑ =    γ γ    − коэф-

фициент термического воздействия; 1/F F F= − 

безразмерная площадь поперечного сечения 

канала; 0/GxG
λ = λ λ − относительная безраз-

мерная скорость подведенной (отведенной) 
массы газа, приведенной к расчетному сече-
нию.  

Общие интегралы дифференциальных 
уравнений (6) будут определять изменение  
приведенной  скорости  и  относительного  дав-
ления в конечном сечении псевдоскачка в 
функции начальных условий, физических воз-
действий и изменения геометрии канала:  
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Здесь для краткости записи принято 
)(1)( 00 λ−=λ ii RI . Правые   части   уравнений   

(7)   представляют   собой   произведения четы-
рех  сомножителей,  где  первый  сомножитель 
1 / ψ учитывает  влияние внутренних воздейст-
вий теплом θ  массой G  и изменением термо-
динамических свойств потока газа ϑ ; второй 
сомножитель  
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учитывает влияние изменения потока  полного   
импульса  за  счет  подведенной   (отведенной)   
массы газа G =G(x); четвертый сомножитель    
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∫  

учитывает   влияние   закона трения  ( )xξ = ξ . 
Влияние начальной неравномерности  по-

тока определяют модифицированные газоди-
намические функции потока полного импульса 
Zi(λ0), Ri(λ0) и I i(λ0), Fi(λ0). Таким образом, 
уравнения (6) представляют собой дифферен-
циальные (а с учетом интегральных характери-
стик вязкого диссипативного слоя − интегро-
дифференциальные) уравнения движения газа в 
псевдоскачке, а уравнения (7) − уравнения 
движения в интегральной форме. Указанные 
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уравнения по форме и содержанию напомина-
ют уравнения Л. А. Вулиса [2] − «условия об-
ращения воздействия» и уравнения движения 
недиссоциированного газа В. Н. Крымасова [3], 
но при этом существенно отличаются от них 
модифицированными газодинамическими 
функциями потока полного импульса и дозву-
ковыми решениями при сверхзвуковых началь-
ных условиях с высоким переходным непре-
рывным (только в одном частном случае ло-
кальным) градиентом параметров газового по-
тока. В этом смысле уравнения (6–7) могут 
быть названы как общие условия перехода от 
сверхзвукового (М > 1) течения к дозвуковому 
(М < 1) в псевдоскачке. В частном случае, в 
предельно упрощающем предположении об 
отсутствии начальной неравномерности потока 
в канале, физических воздействий и трения в 
канале постоянной площади поперечного сече-
ния уравнения (7) приводятся к виду 
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решение которых дает известные соотношения 
для единичного прямого скачка уплотнения: 
λ1· λ2 = 1 − основное кинематическое соотно-
шение для прямого скачка уплотнения; 
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по отношению к которым в последующих рас-
четах будут даны сравнительные оценки. 

Точные решения уравнений (6−7) можно 
получить, если известны зависимости ( )xψ = ψ  

или ( )G G x= , ( )xθ = θ , ( )xγ = γ , ( )F F x= , 

( )xξ = ξ , 0 0( )xλ = λ  или 0 0( )M M x= , а также 
начальные условия: числа M1 и Re1 , профиль 
скорости вязкого слоя u = u(η) (пограничного 
слоя или в сечении канала, заполненного вяз-
ким течением). При этом подынтегральные вы-
ражения получаются достаточно сложными, 
что приводит к существенным затруднениям 
аналитического метода, который рациональнее 
использовать для решения частных задач. В 
общем случае лучше переходить к приближен-
ным или численным методам. 

Форма записи уравнений (7) позволяет рас-
сматривать раздельно и в любой комбинации 
воздействия на газовый поток на длине псевдо-
скачка. 

Выражение для определения изменения 
площади поперечного сечения канала ( )F F x=  
(обратная задача) находится из решения перво-
го дифференциального уравнения (6), которое 
после ряда преобразований приводится к ли-
нейному неоднородному дифференциальному 
уравнению первого порядка относительно ис-

комой функции F и производной ;
d F
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Общее решение уравнения (8) запишется в 
виде 
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Если возмущающая функция Q(х) ≡ 0, то 
уравнение (8) становится линейным однород-
ным и решается способом разделения перемен-
ных 
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Тогда после интегрирования получим 
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К обратной задаче можно отнести опреде-
ление из первого уравнения (6) при известном 
характере изменения площади поперечного се-
чения канала ( )F F x=  коэффициента внутрен-
него воздействия на газовый поток на длине 
псевдоскачка, )(xψ=ψ . Эта зависимость име-

ет вид 
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2. СЕМЕЙСТВО ТЕЧЕНИЯ ГАЗА В КАНАЛАХ, 
ДЛЯ КОТОРЫХ ДАВЛЕНИЕ И ПОПЕРЕЧНОЕ 

СЕЧЕНИЕ СВЯЗАНЫ СТЕПЕННОЙ 
ЗАВИСИМОСТЬЮ 

Пусть зависимости вида ( )p x  и ( )F x  будут 

объединены функцией ( ), ( )p x F x   , которая 

представляет собой степенное выражение вида 
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заимствованное из [1]. Предполагается сущест-
вование течения в таком канале, для которого в 
каждом сечении справедливо соотношение 
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Рассмотрим семейство сверхзвуковых тече-
ний с переходом от М > 1 к М < 1 (псевдоска-
чок) в таких каналах сначала в общем виде. 

Поток обобщенного полного    импульса    
(«обобщенная импульсная функция» по 
Л. Крокко) запишется следующим образом: 

Ф = GW + εpF 

или с помощью газодинамических функций для 
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где газодинамические функции обобщенного 
полного импульса имеют вид 
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Согласно (5) поток полного импульса пред-
ставим в следующих трех различных видах: 
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ния импульса запишем в безразмерном виде 
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Общие интегралы дифференциальных  
уравнений (13) имеют такое же содержание, 
что и обобщенные уравнения движения газа в 
[4]. 

01
0 0

1

0 0

1 0

0
0

011

0 0

1 0

01

0

( , )
( , ) exp ( , ) ln

( )

1
exp ( , ) exp ( , ) ;

2

( , )1
( , ) ln ln

( , )

1
( , ) ( , ) ;

2

( , )

( , )

Fi
i i

G x
i i

G

F i
i

i

G x
i i

G

i

i

Z
Z R d F

х

dG dx
I I

G F

R
R d p

R

dG dx
I I

G F

F

F

 ε λ
ε λ = ε λ × ψ   

   
× ε λ λ − ε λ ξ   

    

ε λε − ε λ = +
ε ε λ

+ ε λ λ − ε λ ξ

ε λ
σ =

ε λ

∫

∫ ∫
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Использование обобщенных уравнений (13) 

и (14) для решения практических задач по рас-
чету параметров псевдоскачка требует опреде-
ления значений ε. Так, в [1] показано, что фи-
зический смысл имеют значения ε, заключен-
ных в пределах 

1
0 .

γ −≤ ε ≤
γ

 

Соответствующим образом представленные 
уравнения законов сохранения массы, энергии 
и обобщенного полного импульса приводит к 
«обобщенному уравнению Ренкина-Гюгонио» – 
«псевдоударная адиабата». 

1

1
2
кр 22 2

2 1
1 1 кр

2

1

1
,

р

u рр

р u
р

р

ε

ε

 
 +ρ  =

ρ
 
 
 

 

где  
( )

( )
2
кр

1

2 1
u

ε γ −
=

γ − ε γ − . 

Для воздуха (γ = 1,4)  0 ≤ ε ≤ 3,5, а и2
кр = 

= 0,4ε / (2,8 – 0,4ε). При ε = 0 имеет место тече-
ние с постоянным давлением без трения, 
p=const ( 1)р = .  При  ε = 1   −  течение   без   
трения   в   канале   постоянной   площади по-
перечного сечения, F = const (F=1). При ε = 

= 
1

γε =
γ −

 «обобщенное уравнение Ренкина-Гюго-

нио» совпадает с уравнением изоэнтропы, ds = 
= 0. При всех остальных значениях ε происхо-
дит увеличение энтропии, ds > 0, при условии 
р2/р1 > 1, т. е. в соответствии со вторым законом 
термодинамики физически осуществляются 
только течения сжатия. 

Тогда может быть предложен следующий 
способ решения смешанной задачи  при задан-
ных p2/p1 > 1 и F2/F1 < 1  или  F2/F1 > 1 (слабо-
расширяющийся или слабосужающийся канал 
без нарушения одномерности течения). Из ус-
ловия Л. Крокко получим 

 2 2 2

1 1 1

ln / ln ,
р р F

р р F

 
ε =  

 
               (15) 

а затем из уравнений (13) или (14) определяют-
ся закономерности ( )p p x= и ( )F F x= . Заме-
тим, что разрешить уравнения относительно 
искомых функций в явном виде не удается. 
Вместо (15) может быть предложено соотно-
шение, полученное с использованием уравне-
ния расхода, записанного в виде 

1 2
1 0 1 1 2 0 2 2* *

1 2

( ) ( )
p p

m y F m y F
T T

λ = λ  

или 
*

012 2 1 2
*

1 1 2 021

( )

( )

yр F m T

р F m yT
=

λ
λ

. 

Тогда получим 

*
012 1 2

*
1 2 021

( )
ln / ln ,

( )

yр m T

р m yT

 λ
ε =  

λ  
            (16) 

т. е. вместо геометрии канала (отношение пло-
щадей) можно использовать чисто газодинами-
ческие и термодинамические параметры пото-
ка. При T* = const будем иметь 

 012

1 02

( )
ln / ln

( )

yр

р y

λ
ε =

λ
.                   (17) 

 
Рис. 1. Сравнительные характеристики: 

1 – идеальной адиабаты Пуассона; 2 – ударной 
адиабаты Рэнкина-Гюгонио; 3 – псевдоударной 
обобщенной адиабаты Рэнкина-Гюгонио; γ = 1,4. 

 

 
Рис. 2. Характеристики  обобщенной псевдоударной 

адиабаты Рэнкина-Гюгонио; γ = 1,4 
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На рис. 1 и 2 представлены характеристики 

адиабаты Пуассона, ударной адиабаты и обоб-
щенной псевдоударной адиабаты Рэнкина-
Гюгонио. 

ВЫВОДЫ  

Таким образом, получены: 
● обобщенная импульсная функция семей-

ства течений газа в каналах ДЛА и ЭУ, позво-
ляющая рассматривать изменение параметров 
потока в условиях влияния начальных факторов 
и различных физических воздействий; 

● уравнения законов сохранения массы, 
энергии и импульсов функции приводят к 
«обобщенному уравнению Рэнкина–Гюгонио – 
псевдоударная адиабата» в каналах,  принадле-
жащих к степенному семейству между давле-
нием и площадью поперечного сечения. 
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