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Аннотация. Рассматривается методика применения интегрального метода сплайн-
функций степени 5 для расчета частот собственных колебаний прямого стержня при 
различных способах закрепления его концов. На примере решения тестовых задач, 
имеющих точное аналитическое решение, анализируются возможности предлагаемо-
го метода. Показано, что реализованный алгоритм применения интегрального метода 
сплайн-функций степени 5 характеризуется четвертым порядком сходимости и позво-
ляет определять значения собственных частот на современных компьютерах с точно-
стью до четырнадцати значащих цифр. 

Ключевые слова: стержни; колебания; частоты собственных колебаний; сплайны; 
математическое моделирование. 


ВВЕДЕНИЕ 

При создании современной техники 

необходимо выполнять статические и ди-

намические расчеты конструкций с мак-

симальной точностью. В связи с этим ак-

туальной остается разработка максималь-

но точных численные методов решения 

задач механики деформируемого твердого 

тела. 

В работах [1‒4] изложен метод расчета 

частот собственных поперечных колебаний 

стержней, базирующийся на алгебраических 

сплайнах степени 5 и реализующий метод 

коллокаций, в котором дифференциальное 

уравнение удовлетворяется в узлах сплайна. 

Данный метод, обозначаемый МСК5, имеет 

2-й порядок сходимости и обеспечивает от-

носительную погрешность расчета частот 

собственных колебаний по первым десяти 

формам не выше 6101  . 


«Исследование выполнено при финансовой поддержке 

РФФИ и Правительства Республики Башкортостан  

в рамках научного проекта №_17-48-020824_р_а». 

В данной статье излагается метод, бази-

рующийся на алгебраических сплайнах сте-

пени 5, но уже в интегральной форме, что 

позволяет достигнуть более высокую по 

сравнению с МСК5 точность. Как показыва-

ется в данной статье, интегральный метод 

сплайнов имеет 4-й порядок сходимости и 

обеспечивает относительную погрешность 

расчета частот собственных колебаний по 

первым десяти формам не выше 10101  . 

Предлагаемый метод далее будем называть 

интегральным методом сплайнов и обозна-

чать МСИ5. 

Автор считает, что метод МСИ5 весьма 

перспективен для его применения при рас-

чете частот собственных колебаний стерж-

невых систем различной конфигурации, и 

для обоснования этого утверждения напи-

сана данная статья, в которой на основе ре-

шения ряда тестовых задач излагаются воз-

можности предлагаемого метода. 

Возможности предлагаемого метода 

оцениваются на тестовой задаче о свобод-

ных поперечных колебаний прямого одно-

родного стержня с постоянными жестко-
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стью constEI  и погонной массой 

const , традиционно описываемых диф-

ференциальным уравнением четвертого по-

рядка [5]: 
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где ),( txww  ‒ функции от координаты 

x  и времени t  для поперечных перемеще-

ний точек осевой линии стержня; )(x  ‒ 

масса единицы длины стержня; E  ‒ модуль 

упругости материала; I  ‒ момент инерции 

поперечного сечения стержня относительно 

центральной оси сечения, перпендикуляр-

ной к плоскости колебаний. 

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО 

МЕТОДА СПЛАЙНОВ СТЕПЕНИ 5 ДЕФЕКТА 1 

При построении сплайна степени 5 де-

фекта 1 [1‒4, 6‒14] на отрезке ],[ ba  форми-

руется сетка  : 

bxxxa N  ...: 21 , (2) 

имеющая N  узлов. На данной сетке строит-

ся сплайн-функция )(1,5 xW  степени 5 де-

фекта 1, имеющая 4 NNs  степеней сво-

боды. 

В пределах каждого отрезка 

1...,,1],,[ 1  Nixx ii  сплайн-функция 

)(1,5 xW  является многочленом пятой степе-

ни 
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Согласно [1‒4, 8] параметры, определя-

ющие сплайн, сведены в вектор-столбец Q  

из 4 NNs  параметров сплайна: 
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В узлах сетки   рассматриваются зна-

чения сплайн-функции )(1,5 xW  и ее произ-

водных до четвертого порядка включитель-

но: 
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Из них формируются векторы-столбцы: 
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Векторы узловых значений сплайн-

функции )(1,5 xW  и ее производных опреде-

лим согласно [8] матричными выражения-

ми: 
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где fdfdfddff 432 ,,,, MMMMM ‒ прямо-

угольные матрицы размера )4(  NN , 

формируемые по методике, изложенной в 

[8]. 

Определим на отрезках 

1...,,2,1,1   Nixxx ii  интегралы от 

сплайн-функции )(1,5 xW  и ее производных 

до четвертого порядка включительно: 
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Из значений интегралов 
Wd
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i JJJJJ 432 ,,,, сформируем век-

торы-столбцы: 
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Векторы WJ , dWJ , Wd 2J , Wd3J , Wd 4J

определим матричными выражениями: 
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где WdWdWddWW 432 ,,,, RRRRR  ‒ прямоуголь-

ные матрицы размера )4()1(  NN : 
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ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  

О ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЯ  

С ПОСТОЯННЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 

Для оценки точности интегрального ме-

тода сплайнов МСИ5 в сравнении с мето-

дом сплайнов по схеме метода коллокаций 

МСК5, реализованного в работах [1‒4], вы-

полним на основе МСИ5 расчеты частот 

собственных поперечных колебаний прямо-

го стержня при различных способах его за-

крепления по концам. Рассмотрим тот же 

стержень, что и в работе [1], имеющий дли-

ну м2l  и прямоугольное поперечное се-

чение шириной м03,0b  и высотой 

м02,0h . Модуль упругости материала 

стержня Па102 11E , плотность 
33 кг/м1085,7  . 

Решение дифференциального уравнения 

(1) ищем в вид [5]: 

txWw  sin)( , (13) 

где )(xW  ‒ форма колебаний;   ‒ часто-

та собственных колебаний. 

После подстановки (13) в (1) запишем 
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После преобразования из (14) получаем: 
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Согласно [5] общее решение уравнения 

(15) имеет вид: 

,
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(17) 

где 4321 ,,, CCCC  ‒ постоянные интегри-

рования, определяемые из краевых условий. 

Для полноты исследования рассмотрим 

стержни с различными видами закрепления 

по концам. 

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТЕРЖНЯ,        

ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЕННОГО ПО КОНЦАМ 

Для стержня, шарнирно закрепленного 

по концам, имеем четыре краевых условия: 
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при которых получаем [5] ряд решений 

уравнения (15) относительно a : 

...,2,1,/  mlmam  (19) 

Подставив (19) в (16), после ряда преоб-

разований получим выражение для вычис-

ления частот собственных колебаний 

...,2,1,  mm . 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТЕРЖНЯ, 

ЗАЩЕМЛЕННОГО ПО КОНЦАМ 

Рассматривается стержень, защемлен-

ный на левом при 0x  и правом при lx   

концах. Для такого стержня краевых усло-

вия имеют вид: 
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При условиях (21) значения ma  пара-

метра a  являются [5] решением трансцен-

дентного уравнения: 

02)(cos  alal eeal . (22) 

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТЕРЖНЯ, 

ЗАЩЕМЛЕННОГО НА ЛЕВОМ КОНЦЕ   

И ШАРНИРНО ОПЕРТОГО НА ПРАВОМ 

Рассматривается стержень, защемлен-

ный на левом конце при 0x  и шарнирно 

опертый на правом при lx  . Для такого

стержня краевые условия имеют вид: 
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При условиях (21) значения ma  пара-

метра a  являются [5] решением трансцен-

дентного уравнения: 

0)(cos)(sin   alalalal eealeeal . (24) 

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТЕРЖНЯ 

С ЖЕСТКИМ ЗАКРЕПЛЕНИЕМ СЛЕВА   

И СВОБОДНЫМ ПРАВЫМ КОНЦОМ 

Рассматриваемый стержень жестко за-

креплен на левом конце при 0x  и имеет 

свободный правый конец при lx  . Для та-

кого стержня краевые условия имеют вид: 
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При условиях (25) значения ma  пара-

метра a  являются [5] решением трансцен-

дентного уравнения: 

01chcos alal . (26) 

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТА ЧАСТОТ  

СОБСТВЕННЫХ ПОПЕРЕЧНЫХ  

КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ  

НА ОСНОВЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО МЕТОДА 

СПЛАЙНОВ ПЯТОЙ СТЕПЕНИ 

Для определения частот   собственных 

колебаний стержня запишем дифференци-

альное уравнение собственных форм коле-

баний для стержня переменного поперечно-

го сечения [5]: 
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где введено обозначение 

4a .
(28) 

Построим дискретный аналог диффе-

ренциального уравнения (27) в интеграль-

ной форме. 

Для этого на сетке узлов сплайна   в 

пределах каждого из отрезков 

1...,,1],,[ 1  Nixx ii  (29) 

приравниваются определенные интегралы 

от левой и правой частей дифференциаль-

ного уравнения (27), и получим 1N  урав-

нений: 
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К системе уравнений (30) добавляем 

еще одно уравнение в виде дискретного 

аналога дифференциального уравнения 

(27), записанного для первого узла с коор-

динатой 1x : 
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Систему уравнений (30) и (31) следует 

дополнить четырьмя уравнениями краевых 

условий, учитывающими способы закреп-

ления стержня. 

РАССМАТРИВАЕМЫЕ СПОСОБЫ  

ЗАКРЕПЛЕНИЯ СТЕРЖНЯ ПО КОНЦАМ 

При формировании уравнений краевых 

условий рассмотрим задачи о поперечных 

колебаниях прямого стержня при четырех 

видах его закреплении по концам: 

 шарниры по концам стержня;

 защемление по концам стержня;

 заделка на левом конце стержня и

шарнир на правом;

 заделка на левом конце стержня и

свободный правый конец стержня.

ВАРИАНТЫ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ 

НА ЛЕВОМ КОНЦЕ СТЕРЖНЯ  

1. Шарнир на левом конце стержня с ко-

ординатой 1x : 
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2. Защемление на левом конце стержня с

координатой 1x : 
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3. Свободный левый конец стержня с

координатой 1x : 
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ВАРИАНТЫ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ 

НА ПРАВОМ КОНЦЕ СТЕРЖНЯ 

1. Шарнир на правом конце стержня с

координатой Nx : 
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2. Защемление на правом конце стержня

с координатой Nx : 
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3. Свободный правый конец стержня с

координатой Nx : 
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КОМПЛЕКТ УРАВНЕНИЙ,  

ОПИСЫВАЮЩИХ ФОРМЫ СВОБОДНЫХ 

ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ  

ПОСТОЯННОГО СЕЧЕНИЯ НА ОСНОВЕ  

ИНТЕГРАЛЬНОГО МЕТОДА СПЛАЙНОВ 

Пусть стержень имеет модуль упругости 

материала constE , постоянное попереч-

ное сечение с осевым моментом инерции 

constI  и постоянную по длине стержня 

массу единицы длины стержня const . 

Сформируем систему уравнений для вычис-

ления частот собственных колебаний. 

Метод сплайнов  

в интегральной форме 

Для рассматриваемого стержня соот-

ношения (30), описывающие в интеграль-

ном виде формы колебаний, принимают 

вид:  

.1...,,2,1

,0
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4

4
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Wdx
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i

i

x

x

x

x
(38) 

На основе выражений (9) запишем мат-

ричный аналог системы уравнений (38): 

,04  WWdEI JJ (39) 

который преобразуем с учетом (11): 

04  QRQR WWdEI . (40) 

Введем в рассмотрение матрицы: 

)(,4 WWdEI RDRB   (41) 

размера )4()1(  NN : 
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(42) 



МАШИНОСТРОЕН ИЕ И М АШ ИНОВЕ ДЕНИЕ  46

На основе обозначений (41) уравнение 

(40) принимает вид: 

0 DQBQ . (43) 

Метод сплайнов по схеме метода 

коллокаций для первого узла 

На основе соотношений (8) построим по 

методу коллокаций c учетом обозначения 

(28) дискретный аналог дифференциального 

уравнения (27) для первого узла с коорди-

натой 1x : 

0)1()1(

4  QVQV ffd , (44) 

где  
)1(

fV  и 
)1(

4 fdV  ‒ векторы-строки разме-

ра )4(1  N  











),4,1,(

),4,1,(
4)1(

4
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f
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V

V
(45) 

которые заполняются компонентами из пер-

вых строк матриц fM  и fd 4M : 
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(46) 

Метод сплайнов  

для уравнений краевых условий 

Рассмотрим один из частных случаев 

краевых условий, выбрав заделку на левом 

конце стержня и полную свободу переме-

щений на правом конце стержня. В этом 

случае имеем четыре уравнения краевых 

условий: 
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(47) 

Дискретный аналог краевых условий (47) 

представим в виде: 

0AQ , (48) 

где  A  ‒ прямоугольная матрица размера 

)4(4  N , которая заполняется компонен-

тами из соответствующих строк матриц fM , 

dfM , fd 2M  и fd3M : 
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(49) 

Рассматривая уравнения (43), (44) и (48) 

совместно, получаем систему из 4N  од-

нородных уравнений с 4N  неизвестными: 
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(50) 

Система (50) имеет решения только при 

определенных значениях  , которые будем 

называть собственными числами системы 

однородных уравнений (50). Определив 

значения  , на основе (16) и (28) вычислим 

круговые частоты   собственных колеба-

ний 

 /EI . (51) 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ НА ОСНОВЕ     

ИНТЕГРАЛЬНОГО МЕТОДА СПЛАЙНОВ   

ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

СТЕРЖНЯ С РАЗЛИЧНЫМИ СПОСОБАМИ 

ЗАКРЕПЛЕНИЯ ЕГО КОНЦОВ  

Точность расчетов на основе изложен-

ного интегрального метода сплайнов оце-

ним десятичным логарифмом абсолютного 

значения относительной ошибки ||lg  : 

TT  /)(lg||lg , 
(52) 

где    ‒ расчетное значение, T  ‒ точное 

значение частоты собственных колебаний, 

Результаты представлены графиками за-

висимости ||lg   от десятичного логариф-

ма Mlg , где M  ‒ число отрезков сетки уз-

лов сплайна, определяемое формулой 

1 NM . 

Стержень, шарнирно  

закрепленный по концам 

На рис. 1 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок числен-

ного расчета частот собственных колебаний 

при первых десяти формах для стержня, 

шарнирно закрепленного по концам. 
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Рис. 1 

Видно (рис. 1), что для данного способа 

закрепления метод МСИ5 характеризуется 

четвертым порядком сходимости [8]. 

Стержень,  

защемленный по концам 

На рис. 2 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок числен-

ного расчета частот собственных колебаний 

при первых десяти формах для стержня, за-

щемленного по концам. 

Рис. 2 

Видно (рис. 2), что для данного способа 

закрепления метод МСИ5 характеризуется 

четвертым порядком сходимости [8]. 

Стержень, защемленный на левом конце 

и шарнирно опертый на правом 

На рис. 3 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок числен-

ного расчета частот собственных колебаний 

при первых десяти формах для стержня, за-

щемленного на левом конце и шарнирно 

опертого на правом. 

Рис. 3 

Видно (рис. 3), что для данного способа 

закрепления метод МСИ5 характеризуется 

четвертым порядком сходимости [8]. 

Стержень, с жестким закреплением 

слева и свободным правым концом 

На рис. 4 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок расчета 

частот собственных колебаний при первых 

десяти формах для стержня, защемленного 

на левом конце и имеющего свободный 

правый конец. 

Рис. 4 

Видно (рис. 4), что для данного способа 

закрепления метод МСИ5 характеризуется 

четвертым порядком сходимости [8]. 

Из рис. 1‒4 видно, что при всех способах 

закрепления стержня точность вычисления 

частоты собственных колебаний стержня 

практически одинакова. 

Графики на рис. 1‒4 показывают, что 

при рассмотрении первых десяти форм ко-

лебаний максимальная относительная 

ошибка численных расчетов находится в 

1 2 3 4 5
0

-4

-8

-12

-16

ПОГРЕШНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ МСИ5

Прямоугольное сечение

Шарниры по концам стержня

Форма

собственных
колебаний

 - m = 1

 - m = 2

 - m = 3

 - m = 4

 - m = 5

 - m = 6

 - m = 7

 - m = 8

 - m = 9

 - m = 10

lgM

lg||

1 2 3 4 5
0

-4

-8

-12

-16

ПОГРЕШНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ МСИ5

Прямоугольное сечение

Защемление по концам стержня

Форма

собственных
колебаний

 - m = 1

 - m = 2

 - m = 3

 - m = 4

 - m = 5

 - m = 6

 - m = 7

 - m = 8

 - m = 9

 - m = 10

lgM

lg||

1 2 3 4 5
0

-4

-8

-12

-16

ПОГРЕШНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ МСИ5

Прямоугольное сечение

Защемление слева, шарнир справа

Форма

собственных
колебаний

 - m = 1

 - m = 2

 - m = 3

 - m = 4

 - m = 5

 - m = 6

 - m = 7

 - m = 8

 - m = 9

 - m = 10

lgM

lg||

1 2 3 4 5
0

-4

-8

-12

-16

ПОГРЕШНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ МСИ5

Прямоугольное сечение

Защемление слева, свободный справа

Форма

собственных
колебаний

 - m = 1

 - m = 2

 - m = 3

 - m = 4

 - m = 5

 - m = 6

 - m = 7

 - m = 8

 - m = 9

 - m = 10

lgM

lg||



МАШИНОСТРОЕН ИЕ И М АШ ИНОВЕ ДЕНИЕ  48

пределах 1410 101...101   , что соответ-

ствует 10..14 точным значащим цифрам. 

Следует отметить, что минимальная ошибка 

имеет место при числе отрезков сетки 

сплайна в районе 2048M , а затем с ро-

стом M  погрешность расчетов увеличива-

ется. Это связано с тем, что более сильное 

сгущение сетки узлов сплайна приводит к 

увеличению арифметической ошибки чис-

ленных расчетов, которая при определен-

ном M  начинает превышать ошибку самого 

метода интегральных сплайнов. 

Поэтому при сегодняшнем уровне раз-

вития компьютеров, обеспечивающих точ-

ность расчета лишь с 16 значащими цифра-

ми, целесообразно ограничиться числом от-

резков сетки сплайна 2048M . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье представлены результа-

ты применения нового метода расчета ча-

стот собственных колебаний стержня, бази-

рующегося на интегральных сплайнах сте-

пени 5 дефекта 1. 

Разработанный метод характеризуется 

четвертым порядком сходимости и высокой 

точностью, ограничением которой являются 

только возможности современных компью-

теров. Это видно из рис. 1‒4, где с увеличе-

нием числа отрезков M  сетки узлов имеет 

место уменьшение вычислительной по-

грешности   вплоть до 2048M . В итоге 

при 2048M  относительная погрешность 

  расчета частот собственных колебаний 

по первым десяти формам не превышает 
10101  , а при первой форме получаем по-

грешность на уровне всего лишь 14101  . 

При 2048M  для ряда форм колебаний 

наблюдается уменьшение точности расче-

тов, обусловленное увеличением арифмети-

ческой ошибки вычислений с ростом числа 

выполняемых арифметических операций. 

В данной статье интегральный метод 

сплайнов применен для определения частот 

собственных колебаний стержня постоянно-

го сечения. Дальнейшие исследования 

предполагается продолжить в направлении 

исследования возможностей этого метода 

для определения частот собственных попе-

речных колебаний стержней с переменным 

поперечным сечением. 
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