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ОЦЕНКАПОЛОЖЕНИЯРАВНОВЕСИЯ ВМОДЕЛИНЕЙМАНА
ПРИИНТЕРВАЛЬНОЙНЕОПРЕДЕЛЕННОСТИИСХОДНЫХДАННЫХ

Рассмотрена проблема нахождения равновесия в модели Неймана �����, ко-
гда известны лишь интервалы, которым принадлежат элементы матриц модели.
Показано, что в случае мультипликативной неопределенности как прямой, так
и двойственный лучи Неймана определяются моделью Неймана с матрицами
центров интервалов, а интервал числа Фробениуса модели — двумя задачами
Неймана с матрицами верхних и нижних границ интервалов.Модель Неймана ;
положение равновесия ; прямой луч Неймана ; двойственный луч Неймана ; число

Фробениуса ; интервальная неопределенность

Многоотраслевая модель экономики
Дж. Фон Неймана оказала большое влияние
на теорию экономического роста и накопле-
ния капитала, дала толчок интенсивному раз-
витию современной математической эконо-
мики [1–3]. Следует заметить, что общность
модели Неймана состоит в ее применимости
не только к анализу многоотраслевой эконо-
мики, но и к другим проблемам, в частности,
к проблеме формирования бюджета продаж в
условиях ценовой диверсификации [4–7].
Численные значения элементов матриц за-

трат и выпуска в фоннеймановских моделях
получают на основе статистики и экспертных
оценок, поэтому они могут иметь неопреде-
ленность, которая, скорее всего, будет интер-
вальной.
В статье рассмотрена проблема нахожде-

ния равновесия в модели Неймана �#
-�, ко-
гда известны лишь интервалы, которым при-
надлежат элементы матриц модели. Показа-
но, что в случае мультипликативной неопре-
деленности как прямой, так и двойственный
лучи Неймана определяются моделью Ней-
мана с матрицами центров интервалов, а ин-
тервал числаФробениуса модели — двумя за-
дачамиНеймана с матрицами верхних и ниж-
них границ интервалов.

ПОЛОЖЕНИЕРАВНОВЕСИЯ ВМОДЕЛИ
НЕЙМАНАПРИ ТОЧЕЧНЫХМАТРИЦАХ

ЗАТРАТ И ВЫПУСКА

Общим положением равновесия для моде-
ли Неймана �#
-�, где # и- — заданные%�
��матрицы затрат и выпуска с неотрицатель-
ными элементами �# � �
 - � ��, называют
решение �;
 "
 �� системы билинейных нера-

венств и уравнений
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Невырожденным положением равновесия
рассматриваемой модели называют положе-
ние равновесия �;
 "
 ��, удовлетворяющее до-
полнительному условию

�$#" 0 � � (3)

В данной работе мы ограничимся алгорит-
мами нахождения общего положения равно-
весия, т. е. решения �;
 "
 �� системы (1–2).
Экстремальные допустимые значения ;

могут быть найдены с помощью решения за-
дач билинейной оптимизации
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Числа ; и ; называют соответственно чис-
лом Неймана и числом Фробениуса модели
Неймана. При этом число Неймана ; опре-
деляет максимальный темп сбалансированно-
го роста, а число Фробениуса ; — минималь-
ный темп сбалансированного роста и продук-
тивность модели [1, 2]. Векторы ", � в по-
ложении равновесия �;
 "
 �� называют соот-
ветственно прямым и двойственным лучами
Неймана, соответствующими значению ;.
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Исходя из равенств (1), (2) и (5), для оцен-
ки продуктивности модели, т. е. нахождения
числа Фробениуса ;, а также характеристик
устойчивого равновесия, можно использовать
следующую задачу билинейного программи-
рования
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Численные методы решения зада-
чи (6)–(7) рассмотрены в работе [9].
Они базируются на вычислении кор-
ней монотонной функции (�;� �
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при различных значениях ;. При фиксиро-
ванном значении ; значения функций (�;�
и ��;� равны значениям следующих взаимно
двойственных задач линейного программиро-
вания:
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Таким образом, упомянутый алгоритм тре-
бует решения последовательности задач ли-
нейного программирования (7) и/или (8).
Легко заметить, что при значениях ;, близ-

ких к искомым, т. е. когда (�;�, ��;� � � , со-
ответствующие задачи становятся вырожден-
ными, что влечет невозможность их решения
с помощью традиционных средств, исполь-
зующих вычисления с плавающей точкой.
Для устойчивого нахождения корней функ-
ций (�;� и (�;� можно применить методы те-
ории матричных игр.

ОЦЕНКАПОЛОЖЕНИЯРАВНОВЕСИЯ
ПРИИНТЕРВАЛЬНЫХМАТРИЦАХ ЗАТРАТ

И ВЫПУСКА

Далее обозначим через � и � матрицы
затрат и выпуска, элементами которых яв-
ляются числовые интервалы. Через ��'� и

��'� обозначим точечные матрицы, элемен-
тами которых являются центры интерваль-
ных элементов матриц � и � соответствен-
но. Через � и � обозначим точечные матри-
цы, состоящие из нижних границ интерваль-
ных элементов матриц� и� соответственно;
а через � и � — точечные матрицы, состоя-
щие из верхних границ интервальных элемен-
тов матриц� и� соответственно [8].
Теорема 1. Пусть *& и *� удовлетво-

ряют условиям ## � *& � �'�� 
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Доказательство. Задача определения па-
раметров равновесия для модели � ##
 #-� имеет
вид
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Сделав в задаче (9) замену переменной ,; �
� ;*&�*� , получим:
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Переписав задачу (10) с учетом условия
теоремы в терминах матриц��'� и��'�, бу-
дем иметь равносильную задачу
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Полученная задача совпадает с задачей на-
хождения параметров �;�
 "�
 F�� для точеч-
ной модели Неймана ���'�
��'��. Учиты-
вая сделанную замену переменных, приходим
к заключению, что кортеж �;�*&�*� 
 "�
 F��
является положением равновесия для модели
Неймана � ##
 #-�. Теорема доказана.
Таким образом, если неопределенность яв-

ляется мультипликативной и состоит в незна-
нии коэффициентов пропорциональности *&
и *� , то как прямой, так и двойственный луч
Неймана могут быть найдены по матрицам
центров интервалов.
Теорема 2. Пусть точечные матрицы

� ##
 #-� удовлетворяют условию
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Тогда ; � #; � ;.
Доказательство. Из условия (12) следует,

что для любых ' � �
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Откуда следует возможность представле-
ния ## � � � #� � � � #��, #- � � � -� �
� �� � -��, где #� �
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, причем все элемен-

ты матриц #�, -�, #�� и -�� неотрицательны.
Сделав замену матриц ## � � � #�� и #- �

� � � -� в задаче (12) будем иметь эквива-
лентную задачу
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Из неотрицательности матриц#�� и-� вто-
рого неравенства в (16) следует справедли-
вость неравенства
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Последнее неравенство в данной цепочке
следует из условия (13) теоремы, в соответ-
ствии с которым
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то имеем: #; � ;.
Неравенство #; � ; доказывается анало-

гично. Действительно, после замены матриц
## � � � #� и #- � � � -�� в задаче (12) по-
лучим задачу
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Из неотрицательности матриц #� и -�� b
и первого неравенства в (18) следует �� �
�#;��#" � �, поэтому для любого ' � �
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Поcледнее неравенство в данной цепочке
следует из того, что
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то #; � ;. Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Модель Неймана ���'�
��'�� определя-
ет как прямой, так и двойственный луч Ней-
мана для модели Неймана с мультипликатив-
ной неопределенностью в элементах матриц
затрат# и выпуска-.
Число Фробениуса модели Неймана

��
�� с интервальными матрицами затрат и
выпуска ограничено сверху числомФробени-
уса для модели Неймана ��
��, снизу — чис-
лом Фробениуса для модели Неймана ��,��,
где�,�— точечные матрицы верхних границ
интервалов матриц � и � соответственно, �,
� — точечные матрицы нижних границ ин-
тервалов этих же матриц.
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