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Аннотация. В работе даны определения динамических окрестностных сетей без об-
ратных связей и с обратными связями, рассмотрены правила их функционирования. 
Показано отличие входных и общих узлов окрестностной сети. Дано определение ту-
пикового состояния сети. Приведены примеры линейных окрестностных сетей рас-
смотренных типов. Показано сведение решения задачи устранения тупикового состо-
яния в линейных сетях с обратными связями к решению системы линейных уравне-
ний. Сформулирован и показан на примере алгоритм упрощения структуры линейной 
окрестностной сети путем устранения обратных связей. Приведенный алгоритм реа-
лизован на языке программирования C++. 
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 ВВЕДЕНИЕ 

Окрестностные модели относятся к 
классу дискретных систем и применяются 
для моделирования поведения сложных 
пространственно распределенных объектов. 

Идея окрестностного подхода была 
предложена в конце 90-х гг. XX в. Сначала 
были рассмотрены статические симметрич-
ные и смешанные линейные, а также били-
нейные окрестностные модели [1–2]. 

Так как большинство реальных модели-
руемых объектов изменяет свое состояние 
во времени, следующим этапом развития 
окрестностного подхода является разработ-
ка динамических окрестностных моделей 
[3–8], которые применяются для моделиро-
вания и исследования процессов функцио-
нирования производственных систем. 

Окрестностные модели представляют 
собой совокупность структуры, векторов 
управляющих воздействий, состояний и вы-
ходов, а также правил функционирования. 
Структура состоит из множества узлов, 
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каждому из которых сопоставлены окрест-
ностные связи по управляющим воздей-
ствиям, состояниям и выходам модели. 
Каждому узлу модели поставлено в соот-
ветствие его состояние, выход, а также по-
ступающее на него управляющее воздей-
ствие. Правила функционирования задаются 
с учетом окрестностей в виде линейных и 
нелинейных уравнений связи управляющих 
воздействий, состояний и выходов (функ-
ций пересчета состояний и выходов). В ди-
намических окрестностных моделях задает-
ся также начальное состояние. 

В [3–6] рассмотрены недетерминиро-
ванные динамические окрестностные моде-
ли, меняющие с течением времени окрест-
ностные связи и позволяющие моделиро-
вать параллельные стохастические процес-
сы. 

Окрестностные модели обобщают мно-
гие классы математических моделей, в 
частности, конечные автоматы [1–2], сети 
Петри [3–6], нейронные сети [9–10] и т.д. 

Для перечисленных классов моделей 
разработаны алгоритмы параметрической 
идентификации, смешанного оптимального 
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управления и решения задачи достижимо-
сти с частично заданными параметрами. 

В данной статье приведем модификацию 
рассмотренных ранее окрестностных моде-
лей: динамические окрестностные сети, от-
личающиеся разделением множества узлов 
модели на два подмножества, каждое из ко-
торых функционирует по своему правилу. 
Динамические окрестностные сети могут 
применяться для моделирования систем с 
обратными связями, например для процесса 
расчета себестоимости продукции на боль-
ших производственных предприятиях, когда 
часть производимого продукта в дальней-
шем используется для производства этого 
же самого продукта. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ 
ОКРЕСТНОСТНОЙ СЕТИ 
БЕЗ ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ 

Динамическая окрестностная сеть явля-
ется интеграцией графа структуры и дис-
кретной динамической системы. 

Граф структуры окрестностной сети яв-
ляется ориентированным и состоит из узлов 

mn AAA =  двух типов: }– nnA {a ,a ,...,a21=
множество входных узлов; 

{ }mnnnm a,...,a,aA +++= 21 – множество общих
узлов модели, ∅=mn AA  . Узлы соедине-
ны между собой ориентированными дугами, 
задающими их связи по состояниям, причем 
в графе сети без обратных связей отсут-
ствуют циклы. Множество узлов, исходя-
щие дуги которых входят в данный узел ia , 

mn,...,i +=1 , называется окрестностью это-
го узла по состояниям и обозначается 

]i[Ox . Только на входные узлы окрест-
ностной сети в каждый момент времени t
поступают управляющие воздействия 

R]i[V ∈ , n,...,i 1= . Каждому узлу сети ia , 
mn,...,i +=1 , поставлено в соответствие его 

состояние R]i[X ∈  в момент времени t . 
Сеть функционирует в дискретном времени 
с шагом 1=∆t . 

Состояния в текущий момент времени t
входных узлов зависят только от поступа-
ющих на них управляющих воздействий и 
находятся по формулам: 

( )]i,t[VG]i,t[X i= ,            (1) 

где n,...,i 1= ; RR:Gi →  – функция пересче-
та состояний входных узлов. 

Для общих узлов функции iG  опреде-
ляются следующим образом: 

( )]j,t[X],...,j,t[XG]i,t[X
ir

iii
1= ,    (2) 

где mn,...,ni ++= 1 ; для всех ir,...,s 1=  узел 
]i[Oa xs

ij
∈ ; RRR:Gi →×  – функция пере-

счета состояний для i -го общего узла. 
Таким образом, из формулы (2) видно, 

что состояние в каждом общем узле ia  
можно найти, только зная состояния всех 
узлов из его окрестности ]i[Ox . Так как в 
рассматриваемом случае отсутствуют цик-
лы, то расчет состояний в общих узлах осу-
ществляется последовательно. 

Рассмотрим пример динамической 
окрестностной сети без обратных связей, 
состоящей из двух входных { }21 a,aAn = и 
двух общих узлов { }43 a,aAm = . Граф 
структуры сети представлен на рис. 1. 

Рис. 1. Пример графа структуры 
окрестностной сети без обратных связей 

В случае линейных функций пересчета 
состояний узлов для рассматриваемого 
примера формулы (1) и (2) имеют вид (3) и 
(4) соответственно: 
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где R]i[gv ∈ , R]j,i[g x ∈ , R]i[gc ∈  – па-
раметры. 

Параметрическую идентификацию ди-
намических окрестностных сетей можно 
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провести с использованием рассмотренного 
в [1–3, 7] алгоритма. 

ДИНАМИЧЕСКАЯ ОКРЕСТНОСТНАЯ 
СЕТЬ С ОБРАТНЫМИ СВЯЗЯМИ 

Назовем состояние окрестностной сети 
тупиковым, если невозможно посчитать со-
стояния всех ее общих узлов в текущий мо-
мент времени. 

В графе структуры динамической 
окрестностной сети с обратными связями 
разрешены циклы. Очевидно, что тогда все 
состояния сети являются тупиковыми. 

Для нахождения состояний общих узлов 
необходимо решить систему уравнений: 
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В линейном случае (5) представляет со-
бой систему линейных уравнений: 
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На рис. 2 приведен пример графа струк-
туры сети с обратной связью 

3a → 4a → 3a . 
Пусть функции пересчета состояний яв-

ляются линейными. В этой сети мы не мо-
жем вычислить ни состояние ],t[X 3  узла 

3a , так как не знаем состояния узла 4a , 
входящего в окрестность 3a , ни состояние 

],t[X 4  узла 4a , поскольку нам не известно 
состояние узла 3a . 

Рис. 2. Пример графа структуры 
окрестностной сети с обратной связью 

Для устранения тупикового состояния 
необходимо решить следующую систему 
линейных уравнений: 













++

+=

++×

×+=

].[g],t[X],[g

],t[X],[g],t[X

];[g],t[X],[g],t[X

],[g],t[X],[g],t[X

cx

x

cx

xx

4334

1144

34432

231133

 (7) 

Преобразуем систему (7) к виду (8) и за-
пишем (8) в матричной форме (9): 
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]t[G]t[XG cx =⋅ ,                (9) 

где [ ]
[ ]
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[ ]TtXtXtX ]4,[]3,[][ = .

АЛГОРИТМ УПРОЩЕНИЯ СТРУКТУРЫ 
ЛИНЕЙНОЙ ОКРЕСТНОСТНОЙ СЕТИ 

С ОБРАТНЫМИ СВЯЗЯМИ 

Далее будем рассматривать линейные 
окрестностные сети (6) с обратными связя-
ми. При наличии обратных связей непо-
средственный расчет состояний общих уз-
лов сети в текущий момент времени невоз-
можен    без   решения   системы   линейных 
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уравнений, например, методом Гаусса, вы-
числительная сложность которого составля-
ет )( 3mO . 

При очень большом количестве общих 
узлов окрестностной сети с обратными свя-
зями расчет их состояний на отдаленном 
шаге может занимать значительное время с 
учетом того, что для каждого шага необхо-
димо решить систему уравнений. 

Рассмотрим алгоритм упрощения струк-
туры линейной окрестностной сети с обрат-
ными связями. Его идея заключается в вы-
делении из общей структуры сети участков 
с обратными связями (подсетей) и в после-
дующем преобразовании этих участков та-
ким образом, чтобы избавиться от обратных 
связей. 

Выделение подсетей с обратными свя-
зями осуществляется следующим образом: 

1. По правилам функционирования сети
без обратных связей находятся состояния 
всех узлов, не участвующих в обратной связи. 

2. Выбирается какой-либо узел, входя-
щий в обратную связь, т.е. такой, состояние 
которого вычислить на первом шаге мы не 
смогли, и создается список всех узлов, вхо-
дящих в его окрестность. 

3. Список просматривается с начала, для
каждого входящего в него узла находятся 
узлы из его окрестности и добавляются в 
тот же список. 

4. Если после просмотра всего списка от
начала до конца в него не добавилось ника-
ких новых узлов, то конец алгоритма. 
Иначе переходим к п. 3. 

После выделения подсети с помощью 
элементарных преобразований избавляемся 
от обратных связей в ней, зануляя наддиа-
гональные элементы матрицы системы. 

Таким образом, удаление обратных свя-
зей в сети позволяет не выполнять решение 
системы линейных уравнений при расчете 
текущих состояний общих узлов в каждый 
момент времени функционирования сети, а 
находить их непосредственно прямой под-
становкой в линейную функцию, как в сети 
без обратных связей, что существенно со-
кращает время вычислений. При этом тру-
доемкость вычислений для каждого шага по 
времени уменьшается до )(mO . 

Рассмотрим приведенный алгоритм на 
примере окрестностной сети, изображенной 
на рис. 3. 

Состояния узлов 1a  и 2a  можно найти, 
так как 1a  – входной узел, в 2a  нет обрат-
ной связи. 

Состояния остальных узлов без состав-
ления системы уравнений мы посчитать не 
можем. Возьмем узел 3a  и определим под-
сеть, в которую он входит, по описанному 
выше алгоритму. Очевидно, в подсеть вой-
дут узлы 1a , 3a , 4a . Составим для нее си-
стему линейных уравнений: 
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Система (10) в матричной форме имеет 
вид: 

Рис. 3. Граф структуры окрестностной сети до упрощения 
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С помощью элементарных преобразова-
ний занулим наддиагональные элементы в 
матрице коэффициентов системы (11): 
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Система уравнений (12) соответствует 
новой окрестностной сети с упрощенной 
структурой, в которой отсутствует обратная 
связь 3a → 4a → 3a . Граф новой сети пред-
ставлен на рис. 4. 

В окрестностной сети на рис. 4, кроме 
состояний узлов 1a  и 2a , также можно 
найти и состояния узлов 3a  и 4a , пользуясь 
правилами функционирования сети без об-
ратных связей. 

Аналогично удаляется обратная связь 
5a → 6a → 5a . Для этого выберем узел 5a  и 

определим соответствующую ему подсеть, в 
которую входят узлы 2a , 4a , 5a  и 6a . 
Составим для выбранной подсети систему 
линейных уравнений: 
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Система (13) в матричной форме имеет 
вид: 
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Рис. 5. Граф структуры окрестностной сети с рис. 3 без обратных связей 

Рис. 4. Граф структуры окрестностной сети с рис. 3 без обратной связи 3a → 4a → 3a
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После элементарных преобразований в 
(14) получаем новую систему с нижнетре-
угольной матрицей: 

   ][
~~][

~~ 6,56,5 tGtXG cx =⋅ . 
Таким образом, мы получаем окрест-

ностную сеть без обратных связей (рис. 5). 

РЕАЛИЗАЦИЯ И ПРАКТИЧЕСКОЕ 
ПРИМЕНЕНИЕ 

Приведенный алгоритм реализован в ви-
де программы на языке программирования 
C++. Входными данными программы явля-
ются множества входных и общих узлов, 
матрица смежности графа структуры моде-
ли, управляющие воздействия; выходны-
ми – состояния всех узлов модели. 

Динамические окрестностные сети мо-
гут применяться для моделирования расчета 
себестоимости продукции. Входными узла-
ми в данной модели являются сырьевые ма-
териалы, общими – все промежуточные и 
конечные продукты. В матрице смежности 
отражаются производственные связи между 
материалами. Управляющие воздействия – 
себестоимость сырьевых материалов. Ре-
зультатом моделирования является расчет 
себестоимости всех произведенных продук-
тов. 

Тестирование такой модели проводилось 
с помощью разработанной программы для 
расчета себестоимости производства агло-
мерата с марганцем и без марганца по ре-
альным данным, полученным на ПАО «Но-
волипецкий металлургический комбинат». 

Результаты программных расчетов и ре-
альные данные в калькуляциях полностью 
совпали. Таким образом, сравнение резуль-
татов, полученных по модели, с реальными 
данными показывает, что реализованная 
модель может быть применена для расчета 
себестоимости продукции. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье введен новый класс ди-
намических окрестностных моделей, а 
именно окрестностные сети, отличающиеся 
разделением вершин на два разных по 
функциональности типа. 

Рассмотрены два вида окрестностных 
сетей: без обратных связей и с обратными 

связями. Последние характеризуются нали-
чием тупиковых состояний. Для каждого 
вида приведен подробный пример, в кото-
ром показаны граф структуры сети и урав-
нения линейной функции пересчета состоя-
ний. 

Для линейных окрестностных сетей с 
обратными связями приведен пример 
устранения тупикового состояния с помо-
щью решения системы линейных уравне-
ний. 

Рассмотрен алгоритм упрощения струк-
туры линейной динамической окрестност-
ной сети, заключающийся в выделении под-
сетей, содержащих обратные связи, и в 
устранении обратных связей на основе эле-
ментарных преобразований матриц систе-
мы. Алгоритм проиллюстрирован приме-
ром. По рассмотренному алгоритму написа-
на программа на языке C++. 

Показано применение динамических 
окрестностных сетей для моделирования 
расчета себестоимости продукции. 
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