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ЭВОЛЮЦИОННЫЕСТОХАСТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯИТО
ИИХМОДЕЛИРОВАНИЕ

В работе показано, что решение стохастических параболических дифференци-
альных уравнений в частных производных итовского типа и стохастического
уравнения Бюргерса может быть сведено к решению цепочки «обычных» урав-
нений со случайными коэффициентами. Построены модели решений некото-
рых уравнений подобного типа, возникающих в приложениях. Стохастическое
дифференциальное уравнение Ито в частных производных параболического ти-

па; стохастическое уравнение Бюргерса, интеграл Стратоновича

ВВЕДЕНИЕ

В 40-х гг. XX в. японский математик
К. Ито заложил основы теории стохастиче-
ских дифференциальных уравнений. Изна-
чально такие уравнения применялись для
описания на языке теории вероятностей про-
цессов диффузии. В дальнейшем выясни-
лось, что стохастические уравнения являют-
ся удобным инструментом для решения мно-
гих прикладных задач. Стохастические моде-
ли применяются для исследования различ-
ных физических, химических, социологиче-
ских процессов, для которых характерно на-
личие случайных отклонений (различные по-
грешности, шумы, нестабильность влияющих
на процесс факторов).

Мы будем рассматривать уравнения, явля-
ющиеся математическими моделями различ-
ных процессов, случайные отклонения кото-
рых описываются одномерным винеровским
процессом. Пусть дано вероятностное про-
странство �)� �� ��:�� 4 � с фильтрацией ��:�
и согласованный с ним одномерный вине-
ровский процесс� ��� ��. В дальнейшем сим-
вол � будет опускаться. В первой части рабо-
ты рассматривается задача Коши для стоха-
стического дифференциального уравнения в
частных производных параболического типа
(см. [4]) с одномерным винеровским процес-
сом� ���
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эллиптический оператор второго порядка,
в котором )����� �� $� и E���� �� $� — пред-
сказуемые и гладкие функции, а матрица
�)����� �� $�������� — положительно определен-
ная. При этом само уравнение (1) следует
записывать в интегральной форме. Эта мо-
дель, в частности, используется в биологии,
генетике, химии [7] и в других приложени-
ях. Например, в работе [1] показано, что по-
добное уравнение описывает химические ре-
акции, где 6��� �� — функция зависимости от-
носительного числа частиц реагента от време-
ни � и географической координаты � внутри
реактора.

Во второй части статьи рассматривается
модель со стохастическим уравнением Бюр-
герса, возникшая в гидродинамике [2]
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где � � �
�, формальная производная �

�

: ���
понимается в смысле Стратоновича, а функ-
ция " непрерывна и удовлетворяет условию
Липшица.

Основной результат работы состоит в том,
что решения рассматриваемых уравнений
имеют структуру I��� ��� ��� � 
��� ���, где
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I�'� �� F� и
�'� ��— гладкие случайные функ-
ции. Причем нахождение функции I�'� �� F�
не представляет особого труда, а функция

�'� �� находится из некоторого классическо-
го, а не стохастического уравнения в част-
ных производных, хотя и со случайными ко-
эффициентами, поэтому для уравнений на
функцию 
�'� �� существуют достаточно хо-
рошо разработанные аналитическиеи числен-
ные методы решений. Последнее позволяет
численное решение данных уравнений свести
к решению «обычных» уравнений, что резко
уменьшает сложность данной задачи.

1. О СТОХАСТИЧЕСКИХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХУРАВНЕНИЯХ ИТО

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА С ОДНОМЕРНЫМ

ВИНЕРОВСКИМПРОЦЕССОМ

Рассмотрим задачу Коши (1) для стоха-
стического дифференциального уравнения в
частных производных параболического типа с
одномерным винеровским процессом.

Запишем уравнение (1) в интегральной
форме
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где второй интеграл в правой части уравне-
ния (3) есть стохастический интеграл Страто-
новича.

Воспользуемся методом, предложенным
первым из авторов [5], и будем искать ре-
шение задачи Коши (3) в форме 6��� �� �
� �6��� ��� ����, где �6��� �� F� — неизвестная
функция. Вычислим при каждом � стохасти-
ческий дифференциалфункции �6��� ��� ���� в
форме Стратоновича:
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Сопоставляя соотношения (3) и (4), в си-
лу стандартных рассуждений, приведенных в
работе [5], получим:
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Из соотношения (5) следует, что"
��=

$������=� �� �'��
�'� ��. Это позволяет пред-
ставить решение уравнения (3) в неявном ви-
де �6�'� ��� �'�� � I�'� ��� �'� � 
�'� ���, где
I�'� �� �� — уже известная случайная функ-
ция, а функцию 
�'� �� будем искать с помо-
щью соотношения (6). Чтобы получить урав-
нение на функцию 
�'� �� в явном виде, под-
ставимфункцию I�'� ��� �'��
�'� ��� в урав-
нение (6) и после преобразований получим
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где I � I�'� ��� �'� � 
�'� ���.
Следовательно, решение уравнения (1)

представляется в виде 6��� �� � I��� ��� ��� �
�
��� ���, где I��� �� �� и
��� ��— гладкие слу-
чайные функции. Причем неизвестную функ-
цию I��� �� �� следует искать из соотноше-
ния I

�

;��� �� �� � %��� �� I��� �� ���, а функцию

��� ��— из уравнения (7).

Таким образом, решение задачи Коши для
стохастического дифференциального уравне-
ния в частных производных параболическо-
го типа с помощью методов, приведенных в
работе [5], сводится к решению задачи Коши
для классического, а не стохастического урав-
нения, но со случайными коэффициентами.
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Пример 1

Одним из частных случаев уравнения (1)
является модель роста популяции в слу-
чайной среде, рассмотренная D. A. Dawson и
H. Salehi [3] в 1980 г., которая имеет вид
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где второй интеграл в правой части уравнения
понимается в смысле Стратоновича. Решение
уравнения будем искать в форме 6��� �� �
� �6��� ��� ����, тогда
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Из соотношения (9) имеем �6�'� ��� �'�� �
� �� ���� �'� � 
�'� ����, где неизвестная
функция 
��� �� ищется из уравнения
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Уравнение (10)— это потенциальное урав-
нение Бюргерса, для которого, как известно
(см. [6]), существует автомодульное решение
вида �
�A�, где A � ���

�
� . Определяющим урав-

нением для функции �
�A� является обыкно-
венное дифференциальное уравнение
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Таким образом, решение уравнения (8)
сводится к решению обыкновенного диффе-
ренциального уравнения (11).

2. О РЕШЕНИИ СТОХАСТИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ БЮРГЕРСА

Рассмотрим задачу Коши для стохасти-
ческого дифференциального уравнения Бюр-
герса с цветным шумом, которое в интеграль-
ной форме имеет вид
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второй интеграл в правой части уравнения
понимается в смысле Стратоновича. Решение
ищем в форме 6��� �� � �6��� ��� ����. Вычис-
лив при каждом � стохастический дифферен-
циалфункции �6��� ��� ���� вформеСтратоно-
вича и повторяя рассуждения, приведенные
выше для стохастических уравнений парабо-
лического типа, получим:
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Из соотношения (12) следует, что"
��=

$������=� � � �'� � 
�'� ��� следовательно, ре-
шение уравнения Бюргерса представляется в
виде �6�'� ��� �'�� � I�'� ��� �'� � 
�'� ���,
где I�'� �� �� и 
�'� �� — гладкие случайные
функции.

Уравнение на функцию
�'� �� в явном ви-
де получим из соотношения (13):
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где I � I�'� ��� �'� �
�'� ���.
Следовательно, решение задачи Коши для

стохастического дифференциального уравне-
ния Бюргерса (2) также можно свести к ре-
шению задачи Коши для классического, а не
стохастического уравнения, но со случайны-
ми коэффициентами.

Пример 2

Рассмотрим частный случай уравнения (2)
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с начальным условием 6��� �� � 6���� и гра-
ничными условиями 6��� �� � 6��� �� � �.
Предполагается, что функция " непрерывна и
удовлетворяет условию Липшица, формаль-
ная производная <

<:� ��� понимается в смысле
Стратоновича, а само уравнение следует рас-
сматривать в интегральном виде
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второй интеграл в правой части уравнения
есть интеграл Стратоновича. Пусть 6��� �� �
� �6��� ��� ���� — решение уравнения (15), то-
гда получим:

�6
�

1�'� �� F� � � �

�6
�

��'� ��� �'�� � �6
��

���'� ��� �'�� �

� "��6�'� ��� �'��� �

� �6�'� ��� �'���6
�

��'� ��� �'�� �
(16)

Из соотношения (17) вытекает, что"
E�6 � � �'� � 
�'� ��, следовательно,

�6�'� ��� �'�� � � �'� � 
�'� ��, где 
�'� �� —
гладкая случайная функция, которую будем
искать из уравнения
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с начальными и краевыми условиями

��� �� � 6����, 
��� �� � 
��� �� � �� ���.

3. СТОХАСТИЧЕСКОЕ ЧИСЛЕННОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ

В предыдущих разделах было показано,
что решение ряда стохастических дифферен-
циальных уравнений в частных производ-
ных представляется в виде гладкой случай-
ной функции от винеровского процесса со
сносом 
�'� ��, причем неизвестные функции

�'� �� являются, в свою очередь, решением
классических дифференциальных уравнений
в частных производных. Последнее позволя-
ет предложить следующий алгоритм для ре-
шения задач типа (1) и (2):

1. Моделируется траектория броуновско-
го движения� ���;

2. С помощью метода, предложенного в
работе [5], строится классическое уравнение
в частных производных на функцию 
�'� ��;

3. Уравнение на функцию 
�'� �� решает-
ся аналитическими или численными метода-
ми;

4. Из соотношений (5) или (12) находится
структура I��� ��� ��� � 
��� ��� решения сто-
хастического дифференциального уравнения
в частных производных и, наконец, само ре-
шение как функция I��� ��� ��� � 
��� ���.

Пример 3

Рассмотрим уравнение из примера 1 в
области= � ��� ��� ��� �� с � � � и с начальны-
ми и граничными условиями
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(17)

Решение этого уравнения представляется
в виде �6�'� ��� �'�� � �� �� �'� � 
�'� ���,
где неизвестная функция 
�'� �� ищется из
потенциального уравнения Бюргерса



�

��'� �� �



��

���'� �� � �

�

��'� ���
�

�
� (18)

Из начальных условий на функцию 6�'� ��
легко выводятся условия для уравнения (19):

��� �� � ���, 
�'� �� � 
�'� �� � �.

Для построения разностной схемы разобъ-
ем исходную область прямоугольной сеткой с
шагами�' � �!��� � �� . В вычислениях
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Рис. 1.Модель винеровского случайного процесса

Рис. 2

используются значения винеровского процес-
са в точках '�, ( � �� ����! �� разбиения отрез-
ка ��� ���Поэтому нам необходимо смоделиро-
вать винеровский процесс � ���. Пусть точки
�� � �� � ��� � �� равноудалены друг от друга:

�� � ���� � �� � ( � �� ���� � �

тогда приращения винеровского процесса

� ������ ���� �
� ������ ���� � ����� ������ ������

имеют нормальное распределение �������.
Поэтому достаточно сгенерировать ��� неза-
висимых случайных величин: -�� -�� ���� -��� �
�������, а затем вычислить� ���� �

��
��� -� .

На рис. 1 представлена модель винеров-
ского случайного процесса.

Будем искать функцию 
�, которая явля-
ется приближением функции 
�'� ��, в узлах
сетки �'�� ���, ( � �� ����! � �� 0 � �� ���� � �
� �. Заменим производные в уравнении (19)
разностными отношениями:


�

	 �
����	�� 
��� ����� 
��

��
�


�


 �
����� 
�	��� ����� 
��

�

�


��



 �
����� 
����� ������ 
�� � ����� 
�	��

��
��
�
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Подставляя эти соотношения вместо со-
ответствующих производных в (19), получим
явную формулу:


��'���� ��� � 
��'�� ��� �

�
�'

������

 

��'�� ������ �
��'�� ��� �

� 
��'�� ����� �

�
 

��'�� ������ 
��'�� ���

!�!
� (19)

Таким образом мы можем построить ма-
трицу значений функции 
��'�� ���, ( �
� �� ����! � �� 0 � �� ���� � � � в узлах
сетки. Причем первый и последний столбцы
матрицы значений формируются из условий

��'�� �� � 
��'�� �� � �, а первая строка — из
условия 
���� ��� � ���� . Вторая строка по
формуле (20) рассчитывается на основании
первой, третья — на основании второй и т. д.

На рис. 2 представлен график численного
решения �� �� �'� �
�'� ��� уравнения (18).

Таким образом, основной результат рабо-
ты состоит, в частности, в том, что нет необ-
ходимости решать исходное стохастическое
уравнение в частных производных, что пред-
ставляет собой исключительно тяжелую и
трудоемкую в вычислительном плане зада-
чу, а достаточно только моделировать про-
цесс броуновского движения и воспользо-
ваться достаточно хорошо разработанными
для «обычных» уравнений в частных произ-
водных вычислительными методами.

В заключение необходимо выделить тот
факт, что все предыдущие рассуждения спра-
ведливы не только для винеровского про-
цесса � ���, но и для любых детерминиро-
ванных непрерывных функций или случай-
ных процессов с непрерывными с вероятно-
стью 1 реализациями � ���, которые имеют
неограниченную вариацию на любом конеч-
ном промежутке. Например, в качестве функ-
ции � ��� может быть взята функция Веер-
штрасса, координатная функция кривой Пеа-
но или другая непрерывная функция с фрак-
тальными свойствами. Если рассматривать
приведенные выше уравнения с такимифунк-
циями, то условие предсказуемости коэффи-
циентов уравнений следует опустить и везде в
рассуждениях необходимо заменить интеграл
Стратоновича на симметричныйинтеграл, ко-
торый является (см. подробнее в [5]) детер-

минированным аналогом стохастического ин-
теграла Стратоновича по винеровскому про-
цессу.
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