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которое связано с уравнением 9�� � 2��2��� диф-
ференциальной подстановкой (см. [7])

9 � ��

�
���'� ���#

Если �
��� � �
��� � �� � � �� �, то

'�� � $�'���'��� $�� � 6�$� 6�$
� � �

�� � '�
�

� .� 6�� 6�� .— const# ��#���

При . �  для функции $ � 	
�' уравнение (3.12)
связано с уравнением 9�� � 	
� 9 дифференциаль-
ной подстановкой 9 � ���	
�'� � ', а при $ � '—
подстановкой 9 � ���	
�'�.
Отметим, что полученный список интегрируе-

мых уравнений совпадает с известным списком.
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Модель термовязкой жидкости допускает бесконечную группу преобразований. Любая дву-
мерная подгруппа бесконечной нормальной подгруппы дает инвариантную подмодель неста-
ционарных одномерных движений. Все они сводятся к системе из трех параболических урав-
нений 2-го поряда для двух обобщенных скоростей, температуры и уравнению для давления

типа закона Дарси. Гидродинамика; инвариантная подмодель

ВВЕДЕНИЕ

Модели движения жидкости с вязкостью, за-
висящей от температуры или концентрации лег-
ких включений, применяются для описания раз-
личных технологических [1] и природных про-
цессов [2]. Уравнения модели допускают беско-
нечную группу симметрий, что позволяет нахо-
дить множество упрощенных подмоделей и точ-
ных решений. В работах [3, 4] был произведен

предварительный групповой анализ модели, в ко-
тором классифицированы инвариантные подмо-
дели рангов 3 и 2.Физическая интерпретация дви-
жений, описываемых инвариантными подмоделя-
ми, есть трудная задача. Здесь дана физическая
трактовка движений для инвариантных подмоде-
лей, построенных на двумерных подалгебрах из
бесконечного идеала допускаемой алгебры. Эти
подмодели называются одномерными нестацио-
нарными движениями и получены в работах [4, 5].

Работа выполнена при поддержке РФФИ гранты 05-01-00080, ОФИ-а 04-01-08050.
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1. МОДЕЛЬ ТЕРМОВЯЗКОЙЖИДКОСТИ
И ЕЕ СИММЕТРИИ

Уравнения движения вязкой теплопроводной
несжимаемой жидкости в пространстве (��:�� та-
ковы [6]:

� � :' � �

:'� � �:' � ��:' � �� �

� ;�� ���:' � �;��� ��� �<�
6�� ���� � :' � �� � �

� � � �.�� ��� � � �;�� �< ! <�

��#��

где :' — скорость, � — давление, � — температура,
; — кинематическая вязкость, . — удельный ко-
эффициент теплопроводности, 6 — теплоемкость
< — тензор скоростей деформации.
Уравнения остаются инвариантными при вра-

щениях в (��:�� � (��:'� и при переносе начала
отсчета времени, а также при добавлении к дав-
лению произвольной функции времени (оператор
�%��!��� � %�"
) и при произвольном движении
начала в (� (операторы в декартовой системе ко-
ординат �%	�!��	 � %	"�� � "%	"�� � �	 #%	"
, 8 �
� �� �� �). Операторы �%��!���� � � � �� �� �� обра-
зуют идеал в алгебре Ли всех допускаемых си-
стемой (1.1) операторов. Классы неподобных по-
далгебр размерности 1, 2, 3, 4 перечислены в [3].
Нас интересуют двумерные подалгебры 5� �

� �
��
	
�%�	 �!��	 � � � �� ��� с условиями

��
	

�%�	 "%�	 �
� %�	 "%�	 � � �=� где = �  или � %�	 �!� — произ-
вольные функции, образующие два неколлинеар-
ных вектора :%��!�� � � �� �. Условия подалгебры
в векторном виде таковы: �:%� � ":%� � :%� � ":%� �
� ��� :%� � :%� �� � где � — постоянная. Две по-
далгебры из 5� задаются пятью функциями из на-
бора %�	 �!�#
Легко проверяется действием операторами

��
	
�%�	 �!��	 � что подалгебра 5� имеет инварианты:

!� $ � :� � :��
:'� �:����� ":%��:,� � :�� � ":%��:,� � :����
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где

:� � :%� � :%�� :,� � :%� � :� � :%�:%
�
� � :%��:%� � :%���

:,� � :�� :%� � :%�:%
�
� � :%��:%� � :%��#

Справедливо тождество

:�� ":�� :�� ":� � :�� � :,�� ":%� � :�� � :,�� ":%� � :�� � � ��#��

так как вектор слева имеет нулевые ковариантные
координаты в базисе :%�� :%�� :�.

2. ПОДМОДЕЛЬОДНОМЕРНЫХ
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ

С помощью инвариантов (1.2) запишем пред-
ставление инвариантного решения [5]

:' � :>�!� $� � �:����� ":%��:,� � :���

� ":%��:,� � :�� � ":��:� � :����
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Решения системы (1.1) рассматриваем с точно-
стью до преобразований, допускаемых системой,

:�� � :� � :
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где :
�!�� ��!�— произвольные функции. Отсюда
следует, что функции :>�!� $� и ? �!� $� определены
с точностью до слагаемых, зависищих от !.
Подстановка представления (2.1) в систему

(1.1) дает
:> � :� � �
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�
�

":%��:> � :,�� � ":%��:> � :,�� � ":%��:> � :,��
�

� $:2 �

� ;:�� :>�� � ;
�

��

�
:>�:�

� � � ":�
�
� ��#��

6�� � :�� �.���� � �;< ! <� ��#��

где �< � � � :' � �� � :'�� , � � :' �

� :�� :>�� �:����
�
:,� � ":%� � :,� � ":%� � :�� ":�

�
, :2 �

� �
�
�:���� ":�

��
� ��:����

�
� ":� � :,�� ":%� � � ":� � :,�� ":%�

�
�

� �:����
�

�#:%� � :��:,� � �#:%� � :��:,�

�
#

Вектор :> рассмотрим в базисе :%�� :%�� :�. Если
>� � :> � :%� — ковариантные координаты, то
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Для ковариантных координат >� получим
уравнения
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Для тензора скоростей деформации имеем
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Проекция уравнения (2.3) на вектор :� дает

уравнение
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которое связывает градиент инвариантного давле-
ния с ковариантными координатами инвариант-
ной скорости (аналог закона Дарси). В (2.8) вхо-
дит слагаемое с градиентом температуры, если
вязкость зависит от температуры.
Уравнения (2.4), (2.7), (2.6), (2.8) образуют за-

мкнутую систему инвариантной подмодели одно-
мерных движений. Подмодель можно трактовать
как относительное движение в подвижной систе-
ме координат :%�� :%�� :�#

3. ПОДВИЖНАЯОРТОНОРМИРОВАННАЯ
СИСТЕМА КООРДИНАТ

Подмодель одномерных движений становится
более простой, если подвижные базисные векторы
образуют ортонормированный репер

:%�� � �� :%� � :%� � � :%� � :� � :%� � :%�� :,� � :%�#

Введем вектор угловой скорости подвижного ре-
пера

":%� � :� � :%�� � � �� �� � � :� �

��
���

��:%��

где ���!� � :%� � ":%� � �:%� � ":%�, ���!� � :%� � ":%� � �
�:%� � ":%�, ���!� � :%� � ":%� � �:%� � ":%� � �� � � —
постоянная.
Уравнения подмодели принимают вид

>�! � ;>�$$ � ;��>�$� ���� � ���>� � ���$��

>�! � ;>�$$ � ;��>�$ � ���� � ���>� � ���$��

6�� � �.���� � ;�>�$� ����
� � ;�>�$ � ����

��
��#��

где ;� � ;
�

�� ���#
Для давления получим закон типа Дарси

?� � ��>��� � >���� � �$���
� � ��

��#

Отсюда следуют два простых утверждения.
Градиент инвариантного давления линейно

уменьшается вдоль пути $, но поддерживается си-
лой Кориолиса.
Движение не зависит от вязкости тогда и толь-

ко тогда, когда >� � ���$� >� � ����$� ? �
� �

�$
����

� � ��
�� и угловая скорость :� постоянна.

Система (3.1) — замкнутая нелинейная систе-
ма 3-х параболических уравнений.
Запишем ее компактно, положив 6 � ;�� . �

� �;
�
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Функции ���!�� ���!� в (3.2) могут быть про-
извольными. Их можно выбирать для нахождения
точных решений.
Например, пусть �� � ��	 !, �� � 	
� !, '� �

� ��$� ��	 !, '� � ��$� 	
� !, ; � ;�$�. Тогда из
(3.2) следует � � � �

� , �;�
�

�
�

� �$, �;
��

� �;��� � .
Интегрирование дает уравнение Эмдена–

Фаулера

;;
��

� ����$� � ��� � �

а величина ��$� определена квадратурой

� �


�$� � ��;��*$#

Репер, относительно которого определено дви-
жение, двигается по закону
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где :�� :�� :� — постоянные векторы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В модели термовязкой жидкости определены
все подмодели обобщенно одномерных нестаци-
онарных движений. Подмодель состоит из трех
связанных нелинейных параболических уравне-
ний. Движение жидкости рассмотрено относи-
тельно подвижного репера. В относительном дви-
жении градиент инвариантного давления опреде-
лен по закону Дарси. Для специальных движений
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подвижного репера возможно построение точных
решений. Перечисление точных решений есть за-
дача групповой классификации подмодели одно-
мерных движений.
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ОПТИМАЛЬНОЕ СВОЙСТВОДОВЕРИТЕЛЬНОГОШАРА, СОДЕРЖАЩЕГО
РЕГРЕССИОННЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

Показано, что доверительные множества в виде шаров накрывают вектор регрессионных ко-
эффициентов с наибольшей вероятностью только, если столбцы матрицы планирования ре-
грессионного эксперимента ортогональны и имеют одинаковую длину. Доверительное оцени-

вание; регрессионные коэффициенты; вероятностные неравенства

Рассматривается задача доверительного оце-
нивания вектора регрессионных коэффициентов
 � (� в классической модели, [1]:

� �  � ��

где � � ���� ��� # # # � ��� — отклики, � �
� ���� ��� ###� ��� — погрешности,  �
� � ��  �� ###�  ��

� – неизвестный вектор коэф-
фициентов,  � ���	�����	�� — неслучайная ма-
трица планирования регрессионного эксперимен-
та. Погрешности ��� � � �� �� ###� , считаем неза-
висимым с общим гауссовским распределением
-�� ���, �� — неизвестно. Несмещенная оцен-
ка � для вектора  строится по методу наимень-
ших квадратов, [1]: � � ������� , при этом
случайный вектор � �  имеет гауссовское рас-
пределение -�� ��������. Обозначим через
� � (� � � �� �� ##� , столбцы матрицы и через
�#� — евклидову норму в (. Известно [1, с. 532],
что4� � � ��@���� и равенство достигается толь-
ко в том случае, когда векторы � ортогональ-
ны. В настоящей работе мы доказываем еще один
оптимизационный результат. Обозначим �� �

� *����� � *��
��
��� ����, )�

���� � �� �� ��

и через 3����—случайную величину (сл. в.), име-
ющую распределениеФишера с �*� ,�*� степеня-
ми свободы.
Стандартное доверительное множество для

векторного параметра  имеет вид, [1]:

���� �  ���@)�
���� � .���

где .� – соответствующая квантиль сл. в. 3����.
В ряде случаев, на наш взгляд, более естественны
доверительные множества в виде шаров с центром
в точке � . В теореме 1 показано, что доверительная
вероятность для таких множеств, точнее, величи-
на ?

�
���� �  ��@)�

���� A �
�
, для всех � B  макси-

мальна, если столбцы матрицы  ортогональны и
имеют одинаковую длину.

Теорема 1. Для всех � B 

?

�
���� �  ��

)�
����

A �

�
� ? �3���� A �� �

причем равенство достигается тогда итолькото-
гда, когда (А) векторы� ортогональны друг дру-
гу и имеют одинаковую длину.
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