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подвижного репера возможно построение точных
решений. Перечисление точных решений есть за-
дача групповой классификации подмодели одно-
мерных движений.
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ОПТИМАЛЬНОЕ СВОЙСТВОДОВЕРИТЕЛЬНОГОШАРА, СОДЕРЖАЩЕГО
РЕГРЕССИОННЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

Показано, что доверительные множества в виде шаров накрывают вектор регрессионных ко-
эффициентов с наибольшей вероятностью только, если столбцы матрицы планирования ре-
грессионного эксперимента ортогональны и имеют одинаковую длину. Доверительное оцени-

вание; регрессионные коэффициенты; вероятностные неравенства

Рассматривается задача доверительного оце-
нивания вектора регрессионных коэффициентов
 � (� в классической модели, [1]:

� �  � ��

где � � ���� ��� # # # � ��� — отклики, � �
� ���� ��� ###� ��� — погрешности,  �
� � ��  �� ###�  ��

� – неизвестный вектор коэф-
фициентов,  � ���	�����	�� — неслучайная ма-
трица планирования регрессионного эксперимен-
та. Погрешности ��� � � �� �� ###� , считаем неза-
висимым с общим гауссовским распределением
-�� ���, �� — неизвестно. Несмещенная оцен-
ка � для вектора  строится по методу наимень-
ших квадратов, [1]: � � ������� , при этом
случайный вектор � �  имеет гауссовское рас-
пределение -�� ��������. Обозначим через
� � (� � � �� �� ##� , столбцы матрицы и через
�#� — евклидову норму в (. Известно [1, с. 532],
что4� � � ��@���� и равенство достигается толь-
ко в том случае, когда векторы � ортогональ-
ны. В настоящей работе мы доказываем еще один
оптимизационный результат. Обозначим �� �

� *����� � *��
��
��� ����, )�

���� � �� �� ��

и через 3����—случайную величину (сл. в.), име-
ющую распределениеФишера с �*� ,�*� степеня-
ми свободы.
Стандартное доверительное множество для

векторного параметра  имеет вид, [1]:

���� �  ���@)�
���� � .���

где .� – соответствующая квантиль сл. в. 3����.
В ряде случаев, на наш взгляд, более естественны
доверительные множества в виде шаров с центром
в точке � . В теореме 1 показано, что доверительная
вероятность для таких множеств, точнее, величи-
на ?

�
���� �  ��@)�

���� A �
�
, для всех � B  макси-

мальна, если столбцы матрицы  ортогональны и
имеют одинаковую длину.

Теорема 1. Для всех � B 

?
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����

A �

�
� ? �3���� A �� �

причем равенство достигается тогда итолькото-
гда, когда (А) векторы� ортогональны друг дру-
гу и имеют одинаковую длину.
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Доказательство. Случайная величина ���)�
����

не зависит от случайного вектора � и имеет рас-
пределение хи-квадрат с ,� * степенями свободы
[1, с. 530], поэтому достаточно показать, что вели-
чина

C � ?
�

���� �  �� A �
�

достигает своего максимума только при выполне-
нии условий (А) теоремы 1.
Обозначим через 0� � � � �� �� #� * независимые

нормальные(0,1) сл. в. и через .� B  — собствен-
ные числа матрицы � . Заметим, что условия
(А) теоремы 1 эквивалентны равенствам .� �
� .� � ### � .�. Переходя к базису из собственных
векторов матрицы� , получаем
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Зафиксируем �� � *��
��
��� .� � �. Нам доста-

точно показать, что
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если выполнены условия

*��
��
���

.� � �� .� B � � � �� �� ##� *� (1)

при этом если не выполнено (А), то тогда ����� ��
�� �����.
Дальнейшие рассуждения используют свой-

ства вполне монотонных функций [2, с. 505]:
Теорема А (С. Н. Бернштейн). Пусть функ-

ция D��� определена на ��	� и бесконечно диф-
ференцируема, тогда для того чтобы она пред-
ставлялась в виде преобразования Лапласа–
Стильтеса

D��� �

 �

��
2���*3 ���

для некоторой неубывающей, непрерывной слева
функции 3 ���, необходимо и достаточно, чтобы
функция D��� была бы вполне монотонна,т. е. �, �
� � �� �� ###��� B 

����D����� � ����
*D���
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� #

Следствие. Пусть функция D��� �
�
	�
�

2������� *�� ���� � 5��(�
�� вполне моно-

тонна, тогда ���� �  почти для всех � � .
Положим теперь ���� � ����� � �����.

Нетрудно найти преобразование Лапласа функ-
ций ������ �����:
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и аналогично
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Отметим, что функции �%����� �%���� вполне
монотонны в силу теоремы А и соотношений
(3), (4). Ввиду следствия к теореме А для до-
казательства теоремы достаточно показать, что
�� B � � � 

(���� � �����%
���
� ��� � �����%

���
� ��� � �

в этом случае, из (���� ��  будет следовать, что
���� �� . Другими словами, нам необходимо до-
казать, что максимум величины 5� � �����%

���
� ���

при условиях (1) достигается, когда все .� равны
друг другу.
Пусть .� �� .	 для некоторых � �� 8. Без огра-

ничения общности будем считать, что � � �� 8 �
� �� .� B .�# Зафиксируем все .� � � � �. Считая
.� функцией от .�, найдем производную:

"5����
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� ����� ��%����
����
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где
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� �
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#

Нетрудно видеть, что �����
������ � ���� �,
т. е. функция 
��� вполне монотонна, следователь-
но, произведение функций �%���� и 
��� вполне
монотонно как произведение вполне монотон-
ных функций, [2, с. 507], и, стало быть, в (4)
"5����@".� � ��� B � � � . Таким образом, ве-
личина 5���� не уменьшается сразу для всех �� �,
если параметр .� увеличивать, пока .� A .�. От-
сюда нетрудно вывести, что максимум величины
5���� достигается при равных .� .
Теорема доказана.

Замечание.Случай доверительного оценивания
параметра � � , где � — невырожденная
квадратная матрица, сводится к рассмотренному
выше, поскольку мы можем записать � �  �� � �,
где  � � ���, и применить далее теорему 1 по
параметру �.

�



Н. К. Бакиров � Оптимальное свойство доверительного шара... 141

Рассуждения теоремы 1 допускают следующее
обобщение. Пусть 0�� 0�� ###� 0 — неотрицательные,
независимые, одинаково распределенные сл. в. и

���� � ��

 �

�

2���*?�0� A ��#

Обозначим . � �.�� .�� ###� .�� (�
 � �.



.� B
B ����. Для функцииE�.�, определеннойна(�

,
обозначим � � �. � (�




E�.� � ��.

Теорема 2. Пусть выполнены следующие усло-
вия:
A1) функция E�.� непрерывно дифференциру-

ема на(�
, множество� не пусто,

A2) "E�.�@".� B �����. � (�
�

A3) функции ���	��� � � ��.��� � � ��.	�� �
�� �!��!�

@� �!��!�
вполне монотонны �� �� 8, �.� A .	 �

тогда существует .� ! E�.�� .�� ###� .�� � �,
такое, что
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Доказательство. Пусть . � �.�� .�� ###� .� � ��

причем .� A .	 для некоторых � �� 8. Зафиксиру-
ем все .� , кроме .� и .	 и по теореме о неявной
функции из условия E�.� � � определим .	 как
дифференцируемую функцию от .�. Ясно, что

".	
".�

� �"E�.�

".�

"
"E�.�

".	
A �

т. е. с ростом .� величина .	 уменьшается.
Нетрудно показать, что функция .	�.�� про-

должается из окрестности .�, по крайней мере, на
отрезок �.�� .

�
��, где величина .

�
� определяется из

равенства .
�
� � .	�.

�
��. Отсюда также можно вы-

вести существование величины .�, используемой
в (5), причем .� единственно в силу условия А2).
Далее, следуя доказательству теоремы 1, опреде-
лим преобразование Лапласа–Стильтьеса вероят-
ности в левой части (5):
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Нам нужно найти максимум величины 5� �

� �����D
���
� ���. Но в соответствии с условием А3)

"5�
".�

� �������D�������	������� � �

что позволяет доказать, что максимум 5� достига-
ется при одинаковых .�.
Теорема доказана.

Замечание. Случай, когда "E�.�@".� A , ��,
�. � (�

, сводится к рассмотренному в теореме 1
заменойE �� �@E.

Пример. Пусть сл. в. 0�� � � �� �� ###� , независи-
мы и имеют одинаковое гамма-распределение, обо-
значим
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