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МАТЕМАТИЧЕСКОЕМОДЕЛИРОВАНИЕ
ИЗМЕНЕНИЙАГРЕГАТНОГО СОСТОЯНИЯВОДОРОДА

Исследован процесс фазового превращения водорода с изменением агрегатного состояния.
С помощью нелокальных преобразований двухфазная задача затвердевания жидкого водоро-
да в ограниченной области сведена к краевой задаче для линейного уравнения теплопроводно-
сти. Построено точное решение задачи затвердевания жидкого водорода в полупространстве.

Жидкий водород; затвердевание; плавление; фазовое превращение

ВВЕДЕНИЕ

Использование жидкого водорода встречает
большие трудности, обусловленные низкой тем-
пературой его кипения (� 20К), узким темпера-
турным диапазоном существования жидкого со-
стояния и малой плотностью (� 71 кг / м��. Это
побуждает исследователей к поиску путей пре-
одоления влияния перечисленных отрицательных
факторов. В настоящее время изучаются возмож-
ности хранения водорода в виде сухого гидрида
металлов, проводятся работы по получению ге-
леообразного и шугообразного водорода. Послед-
ний представляет собой смесь твердого и жидкого
водорода и, например, в качестве ракетного топли-
ва может рассматриваться «шуга» при массовом
соотношении фаз примерно 1:1. В свете сказанно-
го представляется актуальным решение проблемы
об изменении агрегатного состояния водорода.

1. ЗАДАЧА
ОФАЗОВОМПЕРЕХОДЕ ДЛЯ ВОДОРОДА

В ОДНОМЕРНОЙОГРАНИЧЕННОЙОБЛАСТИ

Математическая модель исследуемого процес-
са относительно изменения во времени ! темпера-
тур �� и �� и координаты границы ��!� включает в
себя

� уравнения теплопроводности в твердом и
жидком водороде соответственно
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� описание начального распределения темпе-
ратуры в имеющихся при ! �  слоях твердого и
жидкого водорода
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� задание температуры затвердевания на гра-
нице раздела старой и новой фаз
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и условия Стефана на ней
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� задание плотности теплового потока �$ на
наружных поверхностях старой и новой фаз
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Примем объемные теплоемкости ���� ���, теп-
лопроводности .� и объемную теплоту затвердева-
ния 5 для водорода равными
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Зависимости (1.9), (1.10) приведены в [1–3].
Рассмотрим задачу (1.1)–(1.8) с невырожден-

ной начальной фазой, когда в начальный момент
времени часть заданного объема заполнял твер-
дый водород, а оставшуюся жидкий, т. е. ��� �  ,
 B .
При использовании точечной замены
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исходная задача (1.1)–(1.8) при выполнении усло-
вий (1.9) примет относительно функций 	���� !�,
	���� !� и ��!� вид
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	���� � � 	#�����  A � A �� (1.15)
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Здесь обозначены: 4� � �6��4�
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Решение краевой задачи (1.12)–(1.19) основа-
но на нелокальном преобразовании
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Здесь ��� 7�� � � �� � постоянные.
Преобразование типа (1.20) использовались

для построения точных решений нелинейного па-
раболического уравнения в работах [3–5]. В [6-8]
эти преобразования применялись при исследова-
нии краевых задач теории тепломассопереноса: в
частности, в [6] с их использованием исследована
однофазная задача со свободной границей для во-
дорода.
При замене (1.20) нелинейным уравнениям

(1.12) и (1.13) соответствуют линейные уравне-
ния теплопроводности
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Для этих уравнений рассмотрим следующую
краевую задачу: найти 1��!� ��� � � �� � и ��!� та-
кие, что
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���� � 6, ���� � *, ��� �  и выполнено со-
отношение 7�6�� � 6��7�.
Краевые задачи со свободной границей для ли-

нейных параболических уравнений типа (1.20)–
(1.27) исследовались многими авторами (см., на-
пример, [9, 11]).
Непосредственно проверяется, что при выпол-

нении условий (1.10) решение 	���� !�, 	���� !�,
��!� задачи (1.12)–(1.19) вычисляется по форму-
лам
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где функции � � 
���� !� задаются неявным обра-
зом соотношениями
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Здесь 5� — кривая, соединяющая точки �� � и
���� !� и лежащая в области (� � ���� !� ! ���!� �
� � � � ! B �, а 5� — кривая, соединяющая
точки �� � и ���� !� и лежащая области (� �
� ���� !� !  � � � ���!�� ! B �.
Отметим, что в силу уравнений (1.20) и (1.22)

криволинейные интегралыв правой частиформул
(1.30) не зависят от пути интегрирования.
Теперь решение исходной задачи (1.1)–(1.8)

определяется формулами (1.11), (1.29) и (1.30),
где функции 1���� !�� 1���� !� � ��!� — решение
вспомогательной задачи (1.21)–(1.28).
Приведем также формулы, обратные к (1.29),

(1.30). Пусть функции 	���� !�, 	���� !�, ��!� за-
дают решение задачи о фазовом переходе (1.12)–
(1.19). Тогда имеем
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где функции � � %���� !� определяются из соотно-
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Здесь C� — кривая, соединяющая точки � � � и
��� !� области 4� � ���� !� !  � � � ��!�� ! B �,
а C� — кривая, соединяющая точки � � � и ��� !�
области4� � ���� !� ! ��!� � � � �� ! B �.
В заключении этого параграфа рассмотрим за-

дачу затвердевания жидкого водорода в ограни-
ченной области, когда в начальный момент време-
ни весь заданный объем заполнен жидким водоро-
дом.
В этом случае  �  и начальное условие

(1.3) отсутствует. Таким образом, мы имеем кра-
евую задачу (1.1), (1.2), (1.4)–(1.8), которая заме-
ной (1.11) при выполнении условий (1.9) приво-
дится к задаче (1.12), (1.13), (1.15)–(1.19).
Для построения решения этой задачи рас-

смотрим вспомогательную (1.21), (1.22), (1.24)–
(1.28) с вырожденной фазой ( � ). Как и ( �
� ). Как и выше, прямым вычислением нетрудно
показать, что формулы (1.29) и (1.30) дают в слу-
чае  �  решение краевой задачи (1.12), (1.13),
(1.15)–(1.19).

2. ЗАТВЕРДЕВАНИЕЖИДКОГОВОДОРОДА
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Рассматривается задача затвердевания жидко-
го водорода вида
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Здесь � #� , �
#
� —постоянные, а функции���� ���,

.�����, � � �� � определяются формулами (1.9) и
(1.10).
После точечной замены задача (2.1)–(2.6) при-

мет вид
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Здесь, как и в п. 1, обозначены:
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Для построения точного решения краевой за-
дачи (2.7)–(2.12) рассмотрим следующуювспомо-
гательную задачу:
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где величины ��� ��� �� � �� определены в п. 1.
Следуя [12], решение краевой задачи (2.13)–

(2.19) будем искать в виде
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Здесь обозначено
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Подставляя функции (2.20) в (2.13)–(2.19),
получаем
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где постоянные � � � — решение трансцендентной
системы уравнений
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при � B �.
Теперь, используя преобразования (1.21),

нетрудно показать, что решение краевой задачи
(2.7)–(2.12) определяется формулами
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где функции � � 
���� !�, � � �� � задаются неяв-
ным образом, а именно соотношениями
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соответственно. Здесь 5� — кривая, соединяющая
точки �� � и ��� !� в области �

�
! � � � �

�
!� ! � ,

а 5� — кривая, соединяющая точки �� � и ��� !� в
области �

�
! � � A 	� ! � .

Таким образом, решение исходной задачи
(2.1)–(2.6) вычисляется с помощью формул
(1.11), (2.20)–(2.24).

ОБОЗНАЧЕНИЯ

� и !— координата и время;
��!� — координата границы раздела фаз;
� ��� !� и �� — текущее значение температуры и

температуры затвердевания;
� и . — изобарная объемная теплоемкость и

коэффициент теплопроводности фаз;
�
�

�!� — плотность теплового потока к ограни-
чивающей поверхности тела;

5 — объемная теплота затвердевания (плавле-
ния);

�— давление.
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