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УРАВНЕНИЯФИЛЬТРАЦИИ ВПОРИСТОЙСРЕДЕ

СФРАКТАЛЬНЫМИ СВОЙСТВАМИ

Приведен вывод уравнения, описывающего процесс фильтрации флюидов в пористой сре-
де с фрактальными свойствами. Показано, что структура уравнения идентична структуре из-
вестных уравнений, описывающих процессы диффузии и случайных блужданий. Даны фи-
зическая интерпретация входящих в уравнение параметров и способ их экспериментального

определения. Фильтрация; фрактальные среды

ВВЕДЕНИЕ

В классической постановке ряд физических
процессов — случайные блуждания, диффузия,
теплопроводность, фильтрация флюидов описы-
ваются одинаковым видом уравнений. При проте-
кании перечисленных процессов во фрактальной
среде следует ожидать аналогичной ситуации.
Фундаментальным уравнением, описываю-

щим перенос вещества во фрактальной среде, яв-
ляется уравнение [1] (или )? -уравнение)
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где )? ��� !� — сглаженная по флуктуациям плот-
ность вероятности нахождения диффундирующей
частицы вещества в точке ��� !�; 4 — размерность
фрактала по Хаусдорфу; �� 	 — параметры, опи-
сывающие аномальную проводимость фракталь-
ной среды.
Попытки использования )? -уравнения (1)

для описания процесса фильтрации сталкиваются
с проблемой интерпретации входящих в него па-
раметров �� 	� 4 и их экспериментального опре-
деления.

1. МЕТОДИКАПОДХОДА

В основе методики решения проблем филь-
трации лежит статистический анализ эксперимен-
тальных данных, характеризующих физические
свойства пластовых систем. Данный анализ по-
казывает, что пространственные распределения
таких характеристик, как пористость, проницае-
мость, толщина пласта, являются стохастически-
ми фрактальными полями с размерностью Хаус-
дорфа4, отличающейся от евклидовой размерно-
сти <.

 

Рис. 1.Фурье-спектр проницаемости нефтяного
месторождения
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Рис. 2. Зависимость усредненного спектра ����
от радиального волнового числа �

В качестве примера на рис. 1 приведен Фурье-
спектр (� ���� ���� проницаемости нефтяного ме-
сторождения, наглядно показывающий, что дан-
ная структура имеет изотропный диффузный ха-
рактер, масштабная инвариантность которой под-
тверждается степенной зависимостью усреднен-
ного спектра ���� от радиального волнового числа
� �

%
��� � ��� (рис. 2).

2. ВЫВОДУРАВНЕНИЯФИЛЬТРАЦИИ
В СРЕДЕ СФРАКТАЛЬНЫМИСВОЙСТВАМИ

2.1. Сглаживание фрактальных полей

Наиболее наглядным проявлением фракталь-
ной структуры вещества является необычное
свойство пространственного распределения мас-
сы, которое выражается в виде соотношения, уста-
новленного Мандельбротом [2]:

� � 5,� (2)
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где � — масса, 5 — размер пространственной
области,4 — размерность Хаусдорфа.
Соотношение (2) имеет статистическую при-

роду и отражает тот факт, что для нестационарных
процессов (а фрактальные процессы нестационар-
ны), средние значения оказываются зависящими
от области усреднения.
Из соотношения (2) следует, что средняя плот-

ность вещества � зависит от размеров области
усреднения и оценивается выражением

� � 5,�- � 5�. � (3)

гдеF � < �4 — показатель Херста.
Если ввести в рассмотрение сглаженную по

флуктуациям плотность 	
��:��, определив ее в со-

ответствии с (3) в форме

	
��:�� � ��. � (4)

то выражение (2) интерпретируется в виде
	
��:��*-:� � 5,# (5)

Суть интерпретации (5) состоит в том, что
нерегулярное фрактальное распределение плот-
ности ��



� �, одним из важнейших свойств кото-

рого является дробная размерность, формально
можно заменить некоторым регулярным сглажен-
ным распределением 	

��


� �, которое будет «имити-

ровать» фрактал, сохранив его главное свойство
как объекта с дробной размерностью, выражае-
мое формулой Мандельброта (2), а также обла-
дать масштабным самоподобием.
Пусть ���� — случайная фрактальная функ-

ция. Введем в рассмотрение сглаженную по флук-

туациям функцию
	

� ���, определив ее в соответ-
ствии с соотношением (5), являющимся следстви-
ем формулы Мандельброта (2). Тогда для одно-
мерного случая будем иметь

	

� ���*� � 5,# (6)

Из (6) следует:
	

� ��� � ���,��, где �� � ���	$.
Для фрактального поля ��:�� в пространстве с

евклидовой размерностью <

	

� �:��*-:� � 5,�- � ��.  
	

� ��� � ����. #
(7)

Рассмотрим для определенности трехмерный
случай< � �. Связь случайного фрактального по-
ля ��:��, характеризуемого размерностьюХаусдор-
фа 4(или показателем Херста F) со сглаженным

по флуктуациям полем
	

� ���, определяемым выра-
жением (7) и «имитирующим» поведение фрак-
тального поля в среднем, можно установить, ис-
пользуя гипотезу эргодичности, которую в данном
случае будем понимать как равенство статисти-
ческого среднего значения функции по ансамблю
реализаций ���:��� со средним значением:
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Из данного соотношения следует:

�� � ��� 4
�
5. # (8)

В общем случае

�� � ��� 4
<
5. # (9)

Выражения (7)–(9) позволяют однозначно за-
менить фрактальное поле ��:�� сглаженным изо-

тропным полем
	

� ���, отражающим поведение ��:��
в «среднем», если известны размерность Хаусдор-
фа 4 и статистическое среднее ���* в некоторой
области размера 5.

2.2. Вывод уравнения фильтрации

Рассмотрим течение флюида, имеющего физи-
ческую плотность �� в неоднородной среде, пори-
стость которой G�:�� и проницаемость ��:�� явля-
ются случайными фрактальными полями.
Запишем закон сохранения массы флюида в

дифференциальной форме
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где �— пространственная плотность флюида

��:�� � ��G�:��� (11)

:8 — плотность потока жидкости, определяемая че-
рез скорости фильтрации :':

:8 � ��:'# (12)

Учитывая закон Дарси:

:' � /
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где H — вязкость, � — проницаемость, ? — давле-
ние, из (12) получим

:8 �
���

H
+��� ?# (13)

Для сглаженных по флуктуациям значений, в
соответствии с (10), (11), (13):
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В соответствии с определением сглаженных
функций (7) имеем:

	
G��� � G��,��� (17)
	

���� � ���,���� (18)

где4� и4� — размерность Хаусдорфа для полей
пористости и проницаемости,G� и�� — постоян-
ные величины, не зависящие от координат.
С учетом (15)–(18) выражение (14) в сфериче-

ской системе координат примет вид
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полагая в (19)
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найдем:
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где . � 1�/
�

0' , 7 � ����1��
�2 .

Уравнение (21) можно записать в форме )? -
уравнения (1):

"
	

?

"!
�

�

�,���
"

"�

#
�,����(.

"
	

?

"�

$
� (22)

где 	 � 4� �4�.
Таким образом, уравнение фильтрации в сре-

де с фрактальной пористостью и проницаемостью
(22) по форме соответствует )? -уравнению (1),
если параметры данного уравнения интерпрети-
ровать следующим образом:

� � . 4 � 4� 	 � 4� �4�# (23)

Для двумерного и одномерного случаев урав-
нение (21) не изменяет своего вида. Отличие со-
стоит в том, что размерность Хаусдорфа нужно
вычислять не по формуле 4 � � � F , а по фор-
мулам4 � � �F и4 � � �F соответственно.

3. МЕТОДОПРЕДЕЛЕНИЯ
ПОКАЗАТЕЛЕЙХЕРСТА

СЛУЧАЙНЫХФРАКТАЛЬНЫХПОЛЕЙ

Метод определения показателей Херста дву-
мерного случайного поля 0 �:��, под которым под-
разумевается в данном случае распределение по
месторождению (карта) пористости G �:�� или
проницаемости � �:��, основывается на анализе

спектральной плотности мощности )
�
:�
�
:

)
�
:�
�
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где �0 �:� � :+ � 0 �:��� — корреляционная функция
поля 0 �:��. Если случайное поле является фрак-
тальным, то спектральная плотность мощности в
зависимости от модуля волнового числа � ведет
себя как

) ��� � ����.���#

Таким образом, в случае фрактального поля
показатель Херста определяется по наклону гра-
фика:

�� �) ���� � � � ��F � �� �� ��� � (24)

т. е., график спектральной плотности мощности в
логарифмических координатах является прямой
линией.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ
УРАВНЕНИЯФИЛЬТРАЦИИ

НАОСНОВЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХДАННЫХ

В уравнение, описывающее процесс фильтра-
ции во фрактальной пористой среде (19), помимо
стационарных параметров �� и H, входят величи-
ны:

4�� 4�� G
�� ��� 7�

для определения которых требуется нестандарт-
ный подход.
В качестве исходных экспериментальных дан-

ных используются геофизические массивы дан-
ных, отражающие пространственное распределе-
ние пористости (G� и проницаемости (�� по ме-
сторождению. Общая схема состоит из следую-
щих этапов:

1) на основе массивов данных строятся карты
� иG;

2) на основе карт, отражающих распределение
пористости и проницаемости, с помощью Фурье-
анализа определяются показатели Херста F� и
F, . Методика определения показателей Херста
приведена выше в разделе 3;

3) размерности Хаусдорфа находятся по фор-
мулам

4� � � �F� 4� � � �4� 

4) параметрыG� и�� определяются на основе
формулы (9)

G� � �G�* ,�� 5.�  �� � ���* ,�� 5.�  

5) для определения средних значений �G�* и
���* выбираются прямоугольные области разме-
ром 5� 5 и путем перемещения выбранной обла-
сти по соответствующей карте организуется ста-
тистический псевдоансамбль реализаций, по кото-
рому производится усреднение;

6) для определения параметра 7:

7 � ����1��
�2 �
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воспользуемся тем, что отношение '
�� являет-

ся масштабно-инвариантной величиной, действи-
тельно:

'
�� � ����1��

�2�� �
��	�
�1��
�2 	�


�

�
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�
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�

�

откуда следует

7 � G� 	'
�
	�
� #

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены выражения, позволяющие одно-
значно интерпретировать фрактальное поле сгла-
женным изотропным полем, отражающим поведе-
ние истинного фрактального поля в «среднем».
Методика интерпретации и определения па-

раметров уравнения фильтрации в среде с фрак-
тальными свойствами позволяет на основеФурье-
анализа провести оценку фрактальных размерно-
стей пористости и проницаемости газонефтяных
месторождений.
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В. П.ЖИТНИКОВ, Г. И. ФЕДОРОВА, О. Р. ЗИННАТУЛЛИНА

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ РИМАНА–ГИЛЬБЕРТА
С УСЛОВИЯМИ, ИМЕЮЩИМИМЕСТО В ПЛОСКИХ
ИОСЕСИММЕТРИЧНЫХЗАДАЧАХ ХЕЛЕ–ШОУ

Рассматриваются плоская и осесимметричная задачи Хеле–Шоу в неограниченной области.
Особенности искомых функций учитываются путем представления решения в виде суммы из-
вестной функции с заданными особенностями и неизвестной функции без особенностей. Най-
дено точное решение (в квадратурах) задачи Римана–Гильберта, возникающей в каждый фик-
сированный момент времени. Плоская и осесимметричная задача; электрохимическое формо-

образование; задача Римана–Гильберта; комплексный потенциал

Задача Хеле–Шоу со свободными граница-
ми может быть сформулирована следующим об-
разом. В некоторой области искомая функция

удовлетворяет уравнению Лапласа. На границах
области эта функция имеет кусочно-постоянные
значения. Границы области подвижны, причем


