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И. Х. БАДАМШИН

РАСЧЕТ ПРЕДЕЛА ТЕКУЧЕСТИ
БЕЗДЕФЕКТНЫХМОНОКРИСТАЛЛОВ

Приведена формула расчета предела текучести для металлических и неметаллических моно-
кристаллов. Формула выведена на основе фундаментальных закономерностей: закона Кулона
и закона Гука. Новизна подтверждена патентом. Полученные результаты могут быть приме-
нены для расчета предела текучести нитевидных (бездефектных) монокристаллов, а значит и
в эвтектических композитныхматериалах, недеформированных поликристаллах, а также при-
менимы в некоторых направлениях нанотехнологий. Бездефектный монокристалл; эвтекти-
ческий композитный материал; предел текучести; нанообъем монокристалла; нанотехнологии

Решение задачи моделирования прочностных
характеристикмонокристаллов предполагает про-
ведение теоретических исследований взаимосвя-
зи механики твердого тела и физики твердого те-
ла.
Одним из направлений решения этой задачи

является расчетное определение предела текуче-
сти — основной характеристики для многих проч-
ностных расчетов.
Расчет предела текучести позволит существен-

но сократить объем дорогостоящих эксперимен-
тов (в некоторых случаях на уникальном обору-
довании), что значительно снижает экономиче-
ские и временные затраты в процессе проектиро-
вания элементов машин и оборудования, изготов-
ленных, в частности, из эвтектических композит-
ныхматериалов с нитевиднымимонокристаллами
в виде армирующей фазы.
Кроме того, одним из направлений разви-

тия нанотехнологий является полное трехмерное
управление структурой материалов на атомном
уровне с целью размещения каждого атома на сво-

ем месте. В этих условиях важно заранее знать
прочностные свойства нанообъемов монокристал-
лов с бездефектной структурой, откуда следует
необходимость наличия расчетных формул опре-
деления прочностных характеристик, в частности,
предела текучести.
В настоящее время наибольшее распростране-

ние нашли экспериментальные методы определе-
ния предела текучести.
Экспериментальная зависимость изменения

напряжения от деформации для нитевидных мо-
нокристаллов — «усов» — имеет вид (в частности,
для монокристаллаCu), представленныйна рис. 1.
Характер кривой (рис. 1) является типич-

ным для бездефектной кристаллической решет-
ки [1, 2]. На кривой «напряжение–деформация»
имеется ярко выраженный зуб текучести (ста-
дия I). По достижению максимального напряже-
ния ����, соответствующего вершине зуба теку-
чести, в кристалле начинается пластическая де-
формация: зарождаются и размножаются дисло-
кации, образуются линии скольжения (Чернова–
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Людерса); увеличивается плотность дислокации,
они выходят на поверхность, и, как следствие, на-
пряжение резко падает до значений ��. Пики на-
пряжений свидетельствуют о зарождении новых
линий скольжения, а минимумы — об их выходе
на поверхность. С увеличением степени деформа-
ции наступает стадия деформационного упрочне-
ния (III) [2].

 

Рис. 1. Диаграмма растяжения нитевидного мо-
нокристалла меди [2, 3]

В работе предлагается математическая модель
диаграммы «напряжение–деформация» нитевид-
ных монокристаллов, основанная на электроста-
тической природе упругости.
В основу расчета положены следующие допу-

щения.
1. Рассматриваются бездефектные кристалли-

ческие решетки металлов, исследованные экспе-
риментально в виде нитевидных кристаллов —
«усов», которые деформируются пластически [1].
2. Используется геометрическая часть модели

Я. И. Френкеля [2].
3. Максимальное напряжение сдвига (или ска-

лывающее напряжение) определяется одним из
известных способов, например, по модели Мак-
кензи [2].
4. Под пределом текучести понимается опре-

деление, общепринятое для металлов. Причем
для нитевидных монокристаллов принимается
среднее значение предела текучести по отклоне-
ниям на диаграмме «напряжение–деформация»
(рис. 1).
5. Связь между нормальной и тангенциаль-

ной проекциями напряжения сдвига бездефектно-
го монокристалла определяется по формуле [2]

���� � +���@���	� � ��	7�� (1)

где �— угол между горизонтальной плоскостью и
плоскостью сдвига; 7 — угол между плоскостью
сдвига и направлением нормального напряжения.

Теоретическая зависимость изменения напря-
жения от деформации для нитевидных кристал-
лов — «усов», предложенная автором, представле-
на на рис. 2.
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Рис. 2.Теоретическая модель диаграммы растя-
жения нитевидного монокристалла

В основе сил упругости лежат межатом-
ные взаимодействия электростатической природы
[4, 5].
Поэтому участок 2–3 на рис. 2 моделируется с

помощью закона Кулона и определяется степен-
ной функцией с целым отрицательным показате-
лем вида � � 6@��, так как

3��� � M�M�@�����
��

где3���—кулоновская сила взаимодействия меж-
ду атомами; M�, M� — взаимодействующие заря-
ды, Кл; �� � ��������� Кл�@нм�— электрическая
постоянная; � — расстояние между взаимодей-
ствующими зарядами. Но напряжение пропорци-
онально силе, т. е. � (или +)� 3���, следовательно,
в окончательном виде (в соответствии с патентом
RU 2235986, автор И. Х. Бадамшин) участок 2–3
на рис. 2 определяется функцией

+ � 6@��@ ��
�� (2)

где  � — период кристаллической решетки;
�@ � — угловая деформация при сдвиге простой
кубической решетки.
Из соотношения (1) определяется нормальная

проекция напряжения сдвига — предела текуче-
сти.
В точке 2 напряжение � � ���� (соответствен-

но тангенциальное напряжение + � +���� — это
так называемый «зуб текучести». В точке 3 на-
пряжение равно пределу текучести � � �� (соот-
ветственно + � +���), при котором монокристалл
переходит в поликристалл за счет формирования
дислокаций.
Таким образом, зная координаты точки 2 (зна-

чения +��� и �@ �, например, по Маккензи) и вид
функции (2), вычисляют коэффициент 6, а затем
определяют координаты точки 3, т. е. значение +���
по величине деформации � � �� �, определяемой
по Френкелю. В соответствии с модельюФренке-
ля в точке с координатой � � �� � теоретическое
значение напряжения сдвига равно нулю + � ,
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Та бл иц а 1

Наименование элемента,
плоскость скольжения

Величина ����, МПа Погрешность, % Источник
расчетная экспериментальная

Cu (ГЦК) (100) 58,7 ��� � � � �� — [1, 3]
Ag (ГЦК) (100) 36,0 40 (32,3 отожжен.) 10 [1, 6]
Cd (ГП) (0001) 10 5* (9,81) — [1, 6]
Fe (ОЦК) (100) 148 (177 технич.) (123 отожжен.) — [6]

*В экспериментальных данных не указана кристаллографическая плоскость скольжения, поэтому погреш-
ность не рассчитывалась; в скобках указаны экспериментальные значения для недеформированных, с точки
зрения технологии изготовления, поликристаллов (технических и отожженных).

т. е. атомы находятся в неравновесном состоянии,
но на практике (рис. 1) [2] пластическое течение
происходит при некотором постоянном значении
напряжения �� (или +���).
Таким образом, участок 2–3 имеет координаты

��� �; �� �� по оси абсцисс.
Результаты расчета напряжения сдвига в точке

3, т. е. предела текучести +���, приведены в табл. 1.
В соответствии с диаграммой «напряжение–

деформация» (рис. 1), начиная с предела текуче-
сти, вследствие зарождения дислокаций монокри-
сталл переходит в поликристалл, поэтому зна-
чения предела текучести монокристалла и поли-
кристалла одинаковы. Это позволяет сравнивать
результаты расчета для монокристаллов с экс-
периментальными значениями предела текучести
поликристаллов. Данное сравнение допустимо, в
частности, для недеформированных поликристал-
лов (технических и отожженных).
Как видно из таблицы, результатырасчета удо-

влетворительно сходятся с результатами экспери-
ментов.
Таким образом, зная значение максимального

напряжения сдвига, можно рассчитать величину
предела текучести для монокристаллов как метал-
лов, так и неметаллов, например, карбидов и нит-
ридов. Результаты работы можно использовать в
практических расчетах на прочность бездефект-
ных монокристаллов, в частности, для эвтектиче-
ских композиционных материалов с нитевидны-
мимонокристаллами, используемых в рабочих ло-
патках газовых турбин, а также для недеформи-
рованных (с точки зрения технологии изготовле-

ния) поликристаллов и в некоторых направлени-
ях нанотехнологий.
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