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соответственно с его спектром на �-формах и
-формах, т. е. функциях. Тем самым в данной
работе завершено вычисление спектра оператора
Лапласа на дифференциальных формах на рима-
новых многообразиях Гейзенберга, начатое в ра-
боте [5]. Отметим также работу [4], в которой
были вычислены собственные значения операто-
ра Дирака на римановых многообразиях Гейзен-
берга.
Замечание 2. Можно явно выписать соответству-
ющую полную ортонормированную систему, со-
стоящую из собственныхформ оператора Лапласа
на римановом многообразии Гейзенберга.
Доказательство теоремы 2 основано на идеях

работы [5] и использует некоммутативный гармо-
нический анализ, а именно теорию представлений
нильпотентных групп Ли, развитую Кирилловым
в [2]. Использование этих методов позволяет све-
сти вычисление к хорошо известной задаче вычис-
ления спектра квантового гармонического осцил-
лятора.
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С. Г. ГАЗЕТДИНОВА, Р. A. ЯРЦЕВ

О ПОСТРОЕНИИМОДЕЛЕЙ УПРАВЛЕНИЯ
НАОСНОВЕ ГРАФОВ С ПРИОРИТЕТАМИ

ПОМЕТОДОЛОГИИЭКСПЕРТНЫХОЦЕНОК

Предлагается новая методика моделирования процессов управления на основе графов с прио-
ритетами по методологии экспертных оценок. Данная методика предусматривает построение
обобщенной модели процесса на основе предложенных экспертами индивидуальных моделей,
устраняя их избыточность и сохраняя различия. При этом в целях упрощения контроля про-
цесса предоставляется возможность преобразования обобщенной модели к виду индивидуаль-

ных моделей. Процесс; модель; граф; экспертная оценка; управление

ВВЕДЕНИЕ

Как известно, многие управляемые процессы
в различных системах носят дискретный харак-
тер и моделируются с помощью ориентированных
графов, вершины которых изображают состояния
процессов, а дуги— переходымежду ними. Подоб-
ные модели в виде графов с приоритетами, каждой
из дуг которых соответствуют предикат активно-
сти (переменная, определяющая условие перехода
по данной дуге) и символы информационного со-
провождения, лежат в основе иерархических мо-
делей, разрабатываемых проф. В. В. Мироновым

и его учениками (см., например, [1–7]). Эти ба-
зовые графы с приоритетами являются моделями
так называемых элементарных процессов (ЭП),
которые, взаимодействуя между собой на различ-
ных уровнях иерархии, образуют моделируемый
иерархический процесс (ИП). Помимо графа эле-
ментарного процесса (ГЭП) модель любого ЭП
содержит его предикат активности, определяемый
аналогично предикату активности дуги, а также
рекурсивные функции развития и информацион-
ного сопровождения, с помощью которых на ГЭП
отслеживается текущая вершина, изображающая
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текущее состояние контролируемого ЭП, и фор-
мируется набор сообщений оператору [8].
При разработке моделей данного вида, одна-

ко, предполагалось, что каждый ЭП может быть
однозначно описан некоторой моделью, по содер-
жанию которой ни со стороны заказчика, ни со
стороны разработчика разногласий не возникает.
Между тем разработчик может не обладать доста-
точным опытом по моделированию предметной
области и в ходе проектирования привлекать ряд
независимых экспертов, каждый из которых пред-
лагает свой, индивидуальный вариант модели ЭП.
При этом для обеспечения контроля развития ЭП
следует либо хранить и использовать весь ком-
плекс его моделей, построенных экспертами, что
характеризуется большой избыточностью храни-
мых данных и, как следствие, значительными из-
держками памяти и времени контроля, либо вы-
полнить некоторую процедуру согласования ука-
занных моделей и приведения их к единой обоб-
щенной модели контролируемого ЭП. В извест-
ных авторам работах таких процедур не предлага-
ется.
Известна общая методология экспертных оце-

нок, описанная, например, в работе [9], которая
носит концептуальный характер и предусматрива-
ет опрос экспертов с последующим сопоставлени-
ем и обобщением их точек зрения.На ее основе по-
строены, например, метод Делфи, метод аналогий
и другие [9, с. 30–31]. Данные методы обеспечи-
вают усреднение произведенных экспертами ко-
личественных оценок различных показателей и не
предусматривают согласования ни моделей в виде
графов, ни описываемых ими ситуаций.
Другой реализацией данной методологии

применительно к ситуационному управлению
предприятием является разработанный проф.
И. Ю. Юсуповым метод управленческих игр [10,
с. 42]. Игры проводятся с экспертами, в роли кото-
рых выступают специалисты предприятий. Один
из существенных этапов игры предполагает со-
гласование предложенных экспертами различных
описаний производственных ситуаций в процес-
се коллективного обсуждения, в результате чего
формируется единый перечень ситуаций и соот-
ветствующих им управленческих решений. Дан-
ный метод обладает, на наш взгляд, тремя основ-
ными недостатками, препятствующими его адап-
тации к моделированию ЭП: 1) эксперты в хо-
де игры могут не прийти к общему мнению по
предлагаемой организаторами обобщенной моде-
лиЭП; 2) может потребоваться отражение в обоб-
щенной модели не только сходства, но и различий
мнений экспертов об описываемом процессе; 3)
проведение игр может не состояться по различ-
ным причинам (конфликты экспертов между со-
бой, их дальнейшая незаинтересованность в про-
екте, трудности коммуникации и т. п.).
В настоящей работе предлагается новая мето-

дика моделирования любого ЭП на основе экс-
пертных оценок. Ее наиболее важным звеном яв-
ляется специальная процедура, которая строит
обобщенную модель ЭП на основе предложен-
ных экспертами индивидуальных моделей, устра-

няя их избыточность и сохраняя различия. В даль-
нейшем при использовании построенной модели
в ходе контроля развития ЭП из нее может быть
получена любая из ранее обобщенных индивиду-
альных моделей. Кроме того, в целях упрощения
контроля развития ЭПметодика предусматривает
возможность использования двух процедур пре-
образования построенной обобщенноймоделиЭП
к специализированным моделям, имеющим тотже
вид, что и любая из индивидуальных моделей. В
основу одной из этих процедур положен принцип
ранжирования экспертов и их моделей по приори-
тетам, а в основу другой— принцип преобладания
коллективного мнения экспертов над авторите-
том индивидуальных высказываний. Использова-
ние данных процедур устраняет противоречия, со-
держащиеся в индивидуальных моделях, без про-
ведения какого бы то ни было обсуждения с их ав-
торами. Содержание предлагаемой методики по-
следовательно излагается в тексте статьи.

1. ГРАФИНАДАКТИВНЫЙ ГРАФ
ЭЛЕМЕНТАРНОГОПРОЦЕССА

Понятие ЭПбыло впервые введено в работе [1]
и позднее уточнено в [8]. Основными положени-
ями этой последней статьи мы будем пользовать-
ся в настоящей работе. Так, согласно [8] itextbf-
предикатом активности ЭП называется перемен-
ная �& , значение которой в произвольный мо-
мент ! , обозначаемое как �&�!�, определяет актив-
ность описываемого ЭП в зависимости от задан-
ного условия: если �&�!� � �, то процесс считается
активным, если же �&�!� � — то пассивным.
Как уже отмечалось, поведение ЭП во време-

ни может быть описано с помощьюмодели, основу
которой составляет граф элементарного процесса.

Графом элементарного процесса (ГЭП) бу-
дем называть ориентированный граф E, вершины
)	 � )	�E� (8 � �� -�E�, где -�E� — число вер-
шин графа E) которого изображают возможные
состояния моделируемого ЭП, а дуги *� � *��E�

(� � �� 4�E�, где 4�E� — число дуг на E) — пе-
реходы между состояниями, причем на E выделе-
на начальная вершина � � ��E�, соответствующая
некоторому исходному состоянию.
Таким образом, ГЭП считается заданным, если

заданы: 1)��E� � �)	�, 8 � �� -�E�—множество
вершин; 2) � � ��E� � ��E�— начальная верши-
на; 3)��E� � �*��, � � �� 4�E�—множество дуг;
4) ���!6)� � 3��*� � E��, где 3��*�� E� — функция
исходной вершины дуги, )� — вершинаE, для ко-
торой дуга *� � ��E� — является исходящей; 5)
���!! ) � 3��*�� E��, где 3��*� � E�—функция ко-
нечной вершины дуги, ) — вершина E, для кото-
рой дуга *� � ��E� является входящей.
Кроме того, могут быть введены: а)4�)	 � E�—

число дуг, исходящих из вершины )	 на графе E;
б) ��)	 � E�����)	 � E� � ��E�� — множество дуг,
исходящих из )	 наE.
Отметим, что, согласно [8], любой ЭП харак-

теризуется конечным числом состояний и перехо-
дов. Отсюда следует, что любой граф, удовлетво-
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ряющий определению ГЭП, является конечным,
т. е. содержит конечное число вершин и дуг (мно-
жества ��E� и��E� являются конечными).
Если рассматривать ГЭП без учета активности

дуг в каждый момент, то образуемые на его основе
модели мы будем впредь называть статическими.
Любой статической модели в каждый момент со-
ответствует некоторая динамическая модель, ко-
торая строится из статической и включает под-
граф ГЭП специального вида — например, дугами
которого являются те и только те дуги ГЭП, кото-
рые активны в данный момент.
На данном подграфе отслеживается путь раз-

вития ЭП и его конечная вершина, являющаяся
текущей. Следовательно, функции развития и ин-
формационного сопровождения, которые входят в
статическую модель и отслеживают путь разви-
тия, должны быть определены для любого тако-
го подграфа. Иными словами, возникает необхо-
димость учета динамических моделей ЭП при по-
строении его статической модели, что ставит под
сомнение сам принцип разделения комплекса мо-
делей ЭП на статическую (неизменную, постоян-
ную) и динамическую (изменяющуюся) части.
Разрешить это затруднение, т. е. обеспечить

независимость статической модели ЭП от дина-
мической, можно, если расширить область опре-
деления указанных функций, задав их для любо-
го подграфа ГЭП того же вида, что и произволь-
ный активный подграф. Это основная цель, с ко-
торой здесь вводится понятие надактивного графа
ГЭП. Каждый надактивный граф может в какой-
то момент, при условии активности соответству-
ющей комбинации дуг ГЭП, выступить в роли его
активного подграфа.

Надактивным графом элементарного процес-
са (НГЭП) будем называть ГЭП E�, являющий-
ся подграфом ГЭП E , таким, что: а) вершина-
ми E� являются вершины ГЭП E, т. е. ��E�� �
� ��E�; б) дугами E� являются дуги ГЭП E, т. е.
��E�� � ��E�; в) для любой дуги E� существу-
ют исходная и конечная вершины, совпадающие с
соответствующими вершинами ГЭП E, т. е. �* �
� ��E�� � �3��*�E�� � 3��*�E�� " �3��*�E�� �
� 3��*�E��; г) на E� выделена начальная верши-
на �� � ��E�� � ��E��; д) для любой вершины
E�, отличной от начальной, существует либо вхо-
дящая, либо исходящая дуга, т. е. �$�$ � ��E�� �
� !*�* � ��E�� " �3��*�E�� � $ # 3��*�E

�� �
� $� # $ � ����.
Таким образом, любой НГЭП может содер-

жать не более одной изолированной вершины $�
(т. е. вершины, для которой $!* � ��E�� �
� �3��*�E�� � $�� # �3��*�E�� � $�), в качестве
которой может выступать лишь начальная верши-
на ��.

2. МОДЕЛИ
ПЕРВОГОНОРМАЛЬНОГОВИДА

Понятия статической и динамической модели
ЭП применяются для обозначения не только ис-
ходных моделей ЭП, предлагаемых экспертами и
названных в разделе 3 индивидуальными моделя-

ми, но и моделей, производных от индивидуаль-
ных (см. разд. 4–6, 9–11). Чтобы выделить класс
моделей, к которому относятся индивидуальные
и подобные им модели ЭП, было решено ввести
понятие первого нормального вида (1НВ) как для
самих моделей, так и для лежащих в их основе гра-
фов.

Графом элементарного процесса первого
нормального вида (ГЭП 1НВ) будем называть
ГЭП E, каждой дуге *� которого, исходящей из
произвольной вершины )	 ()	 � 3��*�� E�), од-
нозначно соответствует: 1) приоритет ��*�� E� —
натуральное число, причем приоритеты всех дуг,
исходящих из одной вершины графаE, различны,
т. е. функция � инъективна (взаимно однозначна)
на каждом множестве {*: 3 ��*� ,E� � 1}; 1 � ��E�.
При этом, если ��*>� E� B ��*� � E� (здесь O ��
�� � " O � �� 4�E� ")	 � 3��*� � E� � 3��*>� E�), то
дуга *� считается более приоритетной, чем дуга *>;
2) предикат активности — переменная �&�*�� E�,
значение которой в каждый момент !, обознача-
емое как �&�*� � E� !�, определяет активность дуги
*� в зависимости от некоторого условия: если
�&�*� ,G,t) = 1, то *� в момент ! является активной,
если же �&�*� ,E,!) = 0, то — пассивной; 3) символ
или слово (последовательность сцепленных друг
с другом символов) 6�*� � E�из символов алфавита
� , в том числе «пустое» слово 6� �‘’.

Полной статической моделью 1НВ будем на-
зывать модель� ЭП, в состав которой входят: 1)
предикат активности �&; 2) ГЭП 1НВE; 3) рекур-
сивная функция развития вида � � G�E��, опре-
деленная на множестве всех возможных НГЭП
графа E (обозначаемом {G�}) и принимающая
значение последней вершины на некотором пу-
ти развития � из начальной вершины �� произ-
вольного НГЭПE�: все вершины этого пути соот-
ветствуют последовательности состояний, прохо-
димых активным ЭП, при соответствующей пре-
дыстории развития данного процесса и условии,
что активными являются те и только те дуги ГЭП
1НВ E, которые принадлежат НГЭП E�; 4) ре-
курсивная функция информационного сопрово-
ждения вида � � 2�E��, формирующая некоторое
слово как результат последовательного сцепления
символов, соответствующих дугам пути развития,
задаваемого функцией � � G�E��.
Если статическая модель � не содержит хотя

бы одной из перечисленных четырех компонент,
то она называется неполной.
В каждый момент ! активный ЭП (для кото-

рого �&�!� � �), описанный введенной статиче-
ской моделью � , характеризуется полной дина-
мической моделью 1НВ ��!�, которая строится
на основании � и включает следующие компо-
ненты:

1) Активный НГЭП (АНГЭП) E�!� – это
НГЭП графа E(ГЭП 1НВ), обладающий следую-
щими свойствами: А) в момент ! активными яв-
ляются те и только те дуги E, которые принадле-
жат E�!�, т. е. �*��* � ��E�!�� � �&�*�E�!�� !� �
� �&�*�E� !� � �� " �* � ��E� " * @� ��E�!�� �
� �&�*�E� !� � ��; Б) начальная вершина ��!� �
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� ��E�!��� O(G(t)) либо является вершиной, на
которой завершился контроль развития процес-
са в предыдущий момент времени !�� (например,
конечной вершиной пути развития ��! � ��), ли-
бо совпадает с начальной вершиной графа E, т. е.
определяется следующим образом:

��!� �

�
$�!� ��� если �&�!� �� � ��

�� в противном случае#

Здесь $�!� �� — текущая вершина, соответ-
ствующая текущему состоянию ЭП в момент ! �
� �, такая, что: $�!� �� � G�E�! � ���. Из опреде-
ленийНГЭПи ГЭП1НВ следует, что АНГЭП так-
же представляет собой ГЭП 1НВ;
2) Текущая вершина $�!� � G�E�!��, изобража-

ющая текущее состояние ЭП в момент !;
3) Слово процесса � �!� � 2�E�!��, несущее ин-

формацию о развитии процесса в момент !.
Как показано в [8], если ЭП, описанный моде-

лью � , является конечным, то в любой момент
! его развития однозначно определяется текущая
вершина $�!� и формируется конечное слово про-
цесса � �!�. Далее мы будем рассматривать моде-
ли только лишь конечных ЭП. Отметим еще, что
модель ��!� является исчерпывающим описани-
ем контролируемого ЭП в момент !: она выступает
не только как средство, но и как результат произ-
водимого контроля (компоненты 2 и 3 модели).

3. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕМОДЕЛИЭП

Как уже отмечалось, индивидуальные моде-
ли ЭП — это модели, построенные независимы-
ми экспертами. Каждый эксперт разрабатывает
собственную индивидуальнуюмодель как полную
статическую модель 1НВ и передает ее проекти-
ровщику системы управления процессом. Проек-
тировщик использует комплект полученных ин-
дивидуальных моделей для построения единой
обобщенной модели ЭП (см. разд. 8).
При разработке индивидуальных моделей на

ГЭП 1НВ, входящий в состав каждой модели, на-
кладывается дополнительное ограничение: прио-
ритетом дуги является ее порядковый номер в по-
следовательности дуг, исходящих из той же вер-
шины и расположенных по убыванию степени
влияния на развитие процесса. В соответствии со
сказанным

индивидуальным графом элементарного про-
цесса (ИГЭП) будем называть ГЭП 1НВ E, при-
оритеты ��*� � E� дуг *� которого (*� � ��E�,
� � �� 4�E�) принимают значения: �(d�� E� �

� 4�)	 � E�� где )	 � 3��*� � E�()	 � ��E� " 8 �

� �� -�E�).
Пусть теперь- —число привлеченных экспер-

тов и, следовательно, обобщаемых индивидуаль-
ных моделей � �. Множество моделей M = {M �},
i=�� - будем называть их семейством. При этом
каждая индивидуальная модель � � представля-
ет собой полную статическую модель 1НВ вида,
включающую: а) предикат активности ��&, значе-
ние которого в момент !, обозначаемое как ��&�!�,

определяет �-активность описываемого ЭП (т. е.
его активность в представлениях �-го эксперта);
б) ИГЭП E�, включающий начальную вершину
� � � ��E��, для дуг *�� которого (*

�
� � �� �

� ��E��"� � �� 4�"4� � 4�E��) заданы приори-
теты �(*�� � E

��, предикаты активности �&�*
�
�� E

�� и
символы 6�*��� E

��; в) функцию развития вида � �
� G��E��� ; г) функцию информационного сопро-
вождения вида � � 2��E���. Здесь E�� – некото-
рый надактивный граф ИГЭП E�.
Аналогично, в соответствующую индивиду-

альную динамическую модель � ��!�, являющу-
юся полной динамической моделью 1НВ, вхо-
дят следующие компоненты: 1) Активный ИГЭП
(АИГЭП) E��!� – это АНГЭП графа E�, включа-
ющий начальную вершину ���� !� � ��E��!�� �
� ���!� � ��E��!��; 2) Текущая вершина $��!� �
� G��E��!��; 3) Слово процесса � ��!� � 2��E��!��.
Подчеркнем, что организовать контроль раз-

вития ЭП, описанного семейством M = {M �},
можно на основе любой индивидуальной моде-
ли � �. Однако такой контроль окажется менее
достоверным, чем контроль, предусматривающий
учет мнения остальных экспертов. Если же кон-
тролировать процесс путем обработки всего се-
мейства моделей, то мы столкнемся с необходи-
мостью хранения в памяти ЭВМ значительных
объемов избыточных данных, неизбежно появля-
ющихся вследствие дублирования представлений
об одном и том же процессе, отраженных в его раз-
личных описаниях.

4. МОДЕЛИ
ВТОРОГОНОРМАЛЬНОГОВИДА

Каждая индивидуальная модель может обла-
дать избыточностью: в ее ИГЭП могут входить
вершины и дуги, которые не лежат ни на одном из
возможных путей развития, т. е. недостижимы.
Введем рекурсивную функцию достижимости

вершин $ �O(G) и дуг d � �(G) ГЭПE, заданную
следующим образом:

а) 3 �$�E� �

'���(���)
�� если $ � � # !*�

�*� � ��E� " 3��*�� E� � $"
"3 �*�� E� � ���

� в противном случае#

б) 3 �*�E� �

'���(���)
�� если !$��$� � ��E�"
"3��*�� E� � $�"
"3 �$�� E� � ���

� в противном случае#
Вершины $ и дуги * графа E, для которых

3 �$�E� � �� 3 �*�E� � �, будем называть дости-
жимыми, а для которых 3 �$�E� � � 3 �*�E� �
� — недостижимыми.
Очевидно, что все недостижимые вершины и

дуги можно удалить из ГЭП, доказав, что такое
удаление не приводит к срыву контроля ЭП. Дру-
гими словами, полную статическую модель ЭП
1НВ можно привести к так называемому второму
нормальному виду (2НВ) и соответствующие по-
нятия могут быть введены следующим образом:
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графом элементарного процесса второго нор-
мального вида (ГЭП 2НВ) будем называть ГЭП
1НВ E, такой, что �$� *�$ � ��E� " * � ��E� �
� 3 �$�E� � � " 3 �*�E� � ��;

полной статической моделью второго нор-
мального вида будем называть полную статиче-
скую модель 1НВ� , ГЭП E которой представля-
ет собой ГЭП 2НВ. Соответствующую данной мо-
дели� полную динамическую модель 1НВ��!�
будем называть полной динамической моделью
второго нормального вида.
Введенные понятия используются в ходе пре-

образования, обсуждаемом в следующем разделе.

5. О ПРИВЕДЕНИИ
ИНДИВИДУАЛЬНЫХМОДЕЛЕЙ

Любая индивидуальная модель, построенная
некоторым экспертом, представляет собой пол-
ную статическую модель 1НВ. Следовательно, в
соответствии со сказанным в разделе 4, она может
быть приведена к 2НВ. В результате такого пре-
образования из ИГЭП данной модели получают
граф, для которого введем понятие приведенного
ИГЭП.

Приведенным индивидуальным графом
элементарного процесса (ПИГЭП) �E� бу-
дем называть подграф ИГЭП E� такой, что:
1) вершинами и дугами ПИГЭП являются
только достижимые вершины и дуги ИГЭП,
т. е. �$, *�$ � ��� � �� �E�� � �� "
" * � ��� � �� �E�� � �� � 3 �$� �E�� � 3 �$�E�� �

� � " 3 �*� �E�� � 3 �*�E�� � �); 2) вершины и дуги
ИГЭП, не входящие в ПИГЭП, являются недости-
жимыми, т. е. �$, *�$ � �� " $ @� ��� � 3 �$�E�� �

� � " �* � �� " * @� ��� � 3 �*�E�� � )).
Таким образом, любой ПИГЭП �E� является

ГЭП 2НВ. Из определения достижимых вершин
вытекает, что он обязательно содержит началь-
ную вершину соответствующего ИГЭП E�, явля-
ющуюся и его начальной вершиной, т. е. ��� �
� �� �E�� � ��. В частном случае, когда из началь-
ной вершины ИГЭП E� отсутствуют исходящие
дуги (4���� E�� � ), ПИГЭП �E� состоит из одной
начальной вершины, т. е. �E� � ��� � �� � ����.
Другой частный случай — когда недостижимые
вершины и дуги в ИГЭП E� отсутствуют и он сов-
падает с ПИГЭП (т. е. E� � �E� и, соответственно,
��� � ��, ��� = ��). Отметим также, что любой
ПИГЭП удовлетворяет определению ИГЭП и мо-
жет быть рассмотрен как разновидность последне-
го.
ПИГЭП �E�, получаемый после удаления из

ИГЭПE� всех недостижимых вершини дуг, лежит
в основе так называемой приведенной индивиду-
альной модели.

Приведенной индивидуальной моделью бу-
дем называть модель �� �, построенную из индиви-
дуальной модели� � и включающую: А) предикат
активности ��&; Б) ПИГЭП �E�; В) функцию разви-
тия � � G�� �E���; Г) функцию информационного

сопровождения � � 2�� �E���. Здесь �E��- некоторый
надактивный граф ПИГЭП �E� .
Очевидно, что приведенная индивидуальная

модель �� � является полной статической моделью
2НВ. Кроме графа �E�, она отличается от модели
� � областью определения функций G� и 2�. Для
построения данной модели необходимо выпол-
нить над � � соответствующую процедуру при-
ведения, предусматривающую удаление из мно-
жеств �� и �� ИГЭП E� недостижимых вершин и
дуг. Отметим, что предлагаемая в разделе 8 проце-
дура построения обобщающеймодели решает так-
же задачу приведения ИГЭП ко второму нормаль-
ному виду, так что отдельной процедуры не требу-
ется.
Для контроля развития ЭП в каждый момент

времени ! , когда ��&�!� � �, из модели �� � стро-
ится приведенная индивидуальная динамическая
модель �� ��!�, являющаяся полной динамической
моделью 2НВи включающая активный приведен-
ный ИГЭП (АПИГЭП) �E��!�– это АИГЭП гра-
фа �E�(содержащий начальную вершину ����� !� �

� �� �E��!�) � ����!� � �� �E��!�� � ���), текущую
вершину �$��!� � G�� �E��!��, а также слово процес-
са �� ��!� � 2�� �E��!��. Отметим, что, если ����� !� �

� ���� !�, то АПИГЭП �E��!� является подграфом
соответствующего АИГЭП E��!�. Отметим также,
что оба графа могут не иметь второй нормальный
вид.
Методом математической индукции можно до-

казать, что удаление из � � всех недостижимых
вершин и дуг не приводит к срыву контроля раз-
вития моделируемого ЭП, т. е. справедлива

Теорема 1. Пусть �� � — приведенная индиви-
дуальная модель, построенная из модели � �. То-
гда в любой момент времени ! текущая вершина
и слово контролируемого процесса как по модели
� ��!� , так и по модели �� ��!� определяются оди-
наково, т. е. ��� !�$��!� � �$��!�" � ��!� � �� ��!��.

6. ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИМОДЕЛЕЙ

Вводимые в настоящем разделе понятия экви-
валентных графов и моделей ЭП используются в
дальнейшем (разд. 9) для обоснования возможно-
сти замещения семейства индивидуальных моде-
лей ЭП построенной обобщенной моделью.
Пусть E& и E) – два произвольных ГЭП 2НВ

одного процесса, причем � & � ��E&� и � ) � ��E)�
- их начальные вершины. Тогда E&иE) будем на-
зывать эквивалентными и обозначать E& �� G ),
если существует взаимно однозначное отображе-
ние множества всех вершин и дуг одного графа в
аналогичное множество другого графа, при кото-
ром сохраняются все характеристики дуг и соот-
ветствие начальных вершин, т. е.
1) !�� ����)&�)& � ��E&� � !))�)) � ��E)� "

")) � ��)&� " �) � ���&���� " ��))�)) � ��E)� �
� !)&�)& � ��E&� " )& � ��))� " �& � ���)�����;

2) !� , ����*&�*& � ��E&� � !*)�*) �
��E)� " *) � ��*&� " 3��*

)� E)� � ��3��*&� E&�� "
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"3��*)� E)� � ��3��*&� E&�� " ��*)� E)� �
� ��*&� E&� " �&�*

)� E)� � �&�*
&� E&� " 6�*)� E)� �

� 6�*&� E&���� " ��*)�*) � ��E)� � !*&�*& �
� ��E&�"*& � ��*)�"3��*&� E&� � ��3��*

)� E)��"
"3��*&� E&� � ��3��*)� E)�� " ��*&� E&� �
� ��*)� E)� " �&�*

&� E&� � �&�*
)� E)� " 6�*&� E&� �

� 6�*)� E)����. При этом вершины )& и )), дуги
*& и *), множества вершин ��)&� E&� и ��))� E)�,
содержащие дуги, исходящие из )& на E& и из
)) на E), будем также называть эквивалентными
и обозначать соответственно )& �� )), *& �� *),
��)&� E&� �� ��))� E)�.
Отметим, что отображение� в определении яв-

ляется обратным для отображения � , т. е.� � ���.
Пусть теперь �& и � ) – две полные стати-

ческие модели 2НВ, описывающие один и тот же
ЭП.Будем называть их эквивалентными и обозна-
чать �& �� M ), если: А) предикаты активности
данных моделей зависят от одних и тех же усло-
вий, т. е. �&& =�

)
& � �&; Б) ГЭП 2НВ моделей эк-

вивалентны, т. е. E&�� G ); В) функции развития
моделей определены одинаково, т. е. �E�&� E�) !
G&�E�&� � G)�E�&� � G�E�&��G&�E�)� �
� G)�E�)� � G�E�)�; Г) функции информацион-
ного сопровождения моделей также определены
одинаково, т. е. �E�&� E�) ! 2&�E�&� � 2)�E�&� �
� 2�E�&�� 2&�E�)� � 2)�E�)� � 2�E�)�.
О свойствах эквивалентных моделей может

быть доказана

Теорема 2. Пусть в каждый момент времени !,
когда �&�!� � �, на основании каждой из эквива-
лентных моделей�(� � �& или� � � )) стро-
ится полная динамическая модель второго нор-
мального вида��!�, в которую входят АНГЭП
E�!�, текущая вершина $�!� � G�E�!�� и слово про-
цесса � �!� � 2�E�!��. Тогда в данный момент теку-
щая вершина и слово контролируемого процесса
как по модели�&, так и по модели� ) определя-
ются одинаково, т. е. $&�!� �� $)�!�, � &�!� � � )�!�.

Теорема 2 позволяет сделать вывод о том,
что использование любой модели� , эквивалент-
ной некоторой приведенной модели �� �, позволя-
ет адекватно организовать контроль развития со-
ответствующего ЭП. С учетом теоремы 1 тот же
вывод можно сделать для модели � и соответ-
ствующей исходной (неприведенной) модели� �.

7. О СООТВЕТСТВИИ ДУГ И ВЕРШИН ГЭП

На понятии соответствующих дуг и вершин
ГЭП основывается процедура построения обоб-
щающей модели, рассматриваемая в следующем
разделе.
ПустьE& иE) – два произвольных ГЭПодного

процесса, )& и )) — две некоторые вершины, а *&
и *) – две дуги данных ГЭП соответственно ()& �
��E&�, *& � ��E&�� )) � ��E)�� *) � ��E)��, для
которых заданы предикаты активности �&�*

&� E&�
и �&�*)� E)�. Тогда:

А) )&и ))будем называть соответствующими
и обозначать )& � )), если это либо начальные
вершины ГЭП E& и E), т. е. )& � �& � ��E&�,

)) � �) � ��E)�, либо вершины, в которые ве-
дут соответствующие дуги, т. е. !*&, *)�*& � *) �
� 3��*&� E&� � )& " 3��*

)� E)� � ))�;

Б) *& и *) будем называть соответствующи-
ми и обозначать *& � *), если эти дуги исходят
из соответствующих вершин и их предикаты ак-
тивности совпадают, причем для вершины, в ко-
торую ведет каждая из этих дуг, не существует со-
ответствующей, отличной от той, в которую ве-
дет другая дуга, и для любой из этих дуг не суще-
ствует соответствующей, отличной от другой ду-
ги, т. е. !)&, )))& � )) � 3��*

&� E&� � )& "
"3��*)� E)� � )) " �&�*

&� E&� � �&�*
)� E)�� "

"$!$&, $)�$& � ��E&� " $) � ��E)� � $& ��
�� 3��*&� E&� " $) �� 3��*

)� E)� " $& � 3��*)� E)� "
"$) � 3��*

&� E&�� " $!4&� 4)�4& � ��E&� "4) �
� ��E)� � 4& �� *&"4) �� *)"4& � *)"4) � *&�.
Из данного определения следует, что для лю-

бой вершины или дуги одного ГЭП не существу-
ет более одной соответствующей вершины или ду-
ги другого ГЭП, т. е. �)&� *&�)& � ��E&� " *& �
� ��E&� � $!$)� ))� *)� 4)�$) � ��E)� " )) �
� ��E)� " *) � ��E)� " 4) � ��E)� � $) ��
�� ))"*) �� 4)")& � $)")& � ))"*& � *)"*& �
� 4).
Отметим также, что определение соответству-

ющих вершин (дуг) может быть получено путем
введения дополнительных ограничений в опреде-
ление достижимых вершин (дуг). Отсюда следу-
ет, что соответствующие вершины и дуги являют-
ся достижимыми, т. е. )& � )) � 3 �)&� E&� �
� 3 �))� E)� � � и *& � *) � 3 �*&� E&� �
� 3 �*)� E)� � �.

8. ОБОБЩЕННАЯМОДЕЛЬ
И ЕЕ ПОСТРОЕНИЕ

На основании индивидуальных моделей � �

строится обобщенная модель ��, которая затем
может быть использована для контроля разви-
тия описываемого ЭП вместо семейства индиви-
дуальных моделей. При построении данной моде-
ли устраняется избыточность описания процесса,
которая выявляется путем сопоставления ИГЭП
различных моделей � �. Обобщенная модель ��,
получаемая в результате объединения индивиду-
альных моделей, включает следующие компонен-
ты:

а) предикат активности — переменную ��& �

�
C#
���

��&, где �
�
& — предикат активности индивиду-

альной модели� �, а # — символ логической опе-
рации «ИЛИ» (дизъюнкции). В момент времени !
значение предиката активности определяется как

��&�!� �
C#
���

��&�!�, т. е. процесс, описанный обоб-

щенной моделью��, в этот момент будем считать
активным, если �-активен хотя бы один процесс,
описанный некоторой индивидуальной моделью
� �;
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б) вектор активности— вектор-строку вида

:� � � ���& ��& ###  ��& ###  �C& � � ���&�C� �

причем в момент времени ! ! :� ��!� �
� ���&�!� ��&�!� ###  ��&�!� ###  �C& �!�� � ���&�!��C� .
Таким образом, значение вектора активности в
каждый текущий момент времени указывает на
�-активность процесса по каждой из моделей� �;

в) обобщенный граф элементарного процес-
са (ОГЭП) — это ГЭП E�, включающий началь-
ную вершину �� � ��E��, вершины )�	 которого
()�	 � �� � ��E��� 8 � �� -�� -� � -�E��) со-
единены дугами *���*

�
� � �� � ��E��, � � �� 4�,

4� � 4�E��, причем, если 4�
	 � 4�)�	 � E

��, то

4� �
C��
	��

4�
	 . Для каждой дуги *�� ОГЭП задают-

ся: 1) предикат активности �&�*
�
�� E

��, определя-
ющий активность данной дуги; 2)функция прооб-
раза%�3 �*��� E

�� E��, принимающая единичное зна-
чение в том и только в том случае, если для ду-
ги *�� ОГЭП E� на ИГЭП E� найдется прообраз,
т. е. соответствующая ей дуга *�!*�* � ��E�� �
* � *���); 3) вектор-приоритет

��
� �*��� E

��, храня-
щий приоритеты всех дуг * на различных ИГЭП,
соответствующих *�� ; 4) вектор информационно-
го сопровождения

��
� �*��� E

��, хранящий символы
информационного сопровождения таких дуг. За-
дание компонент дуги ОГЭП подробно описано в
приводимой ниже процедуре его построения;

г) семейство функций развитияG�— это мно-
жество вида �G�� �E����, � � �� - , где G�� �E��� —
функция развития приведенной индивидуальной
модели� �;

д) семейство функций информационного со-
провождения 2� — это множество вида �2�� �E����,
� � �� - , где 2�� �E���—функция информационного
сопровождения приведеннойиндивидуальной мо-
дели� �.

Очевидно, что ОГЭП является единственной
компонентой обобщенной модели, построение ко-
торой требует применения некоторой нетриви-
альной процедуры. Рассмотрению такой процеду-
ры, к которой фактически сводится процедура по-
строения обобщенной модели, посвящается сле-
дующая часть настоящего раздела.
Предлагаемая процедура построения ОГЭП

как объединения ИГЭП различных моделей � �

основывается на использовании следующих прин-
ципов: 1) каждая вершина (дуга) ОГЭП соответ-
ствует некоторой вершине (дуге) хотя бы одно-
го из объединяемых ИГЭП; 2) каждая достижи-
мая вершина (дуга) любого ИГЭП соответству-
ет одной из вершин (дуг) ОГЭП; 3) все соответ-
ствующие друг другу вершины (дуги) различных
ИГЭП соответствуют ровно одной вершине (дуге)
ОГЭП.
Процедура реализуется шагами, на каждом из

которых строится очередной уровень вершин и
дуг ОГЭП, достижимых из начальной вершины.

Входными данными на каждом 8-м шаге являют-
ся: а) граф E�

	��, представляющий собой подграф
ОГЭП E� (недостроенный ОГЭП E�) и сформи-
рованный на предыдущем шаге 8 � �; б) мно-
жество всех ИГЭП {G �}, � � �� - ; в) множе-
ства обрабатываемых вершин данных ИГЭП ��	��
(��	�� � ��) с предыдущего шага. Выходными
данными, формируемыми на 8-м шаге на основа-
нии входных, являются: а) графE�

	 ; б) множества
вершин ИГЭП ��	 . Для первого шага 8 � �: E�

� �

� ����, ���� � �� - � ��� � ����� (отметим,
что при этом все начальные вершины соответству-
ют друг другу, т. е. �� � �� � �� � ### � �C ).
Множества ��	 формируются из достижимых вер-
шин соответствующих ИГЭП E� таким образом,
что: 1) ни одно из них не содержит повторяющих-
ся вершин, т. е. ��� 8�� � �� - " 8 � �� � � $!$�
�$ � ��	 " ) � ��	 � $ � )��; 2) для каждой вер-
шины любого множества на ОГЭП найдется соот-
ветствующая ей вершина, т. е. ��� 8� )�) � ��	 �
� !)��)� � ��E�

	 � � ) � )���; 3) ни одна из вер-
шин любого ИГЭП не может входить более чем в
одно множество, т. е. ��� 8� )� ��) � ��	 " � � � �

� 8 � � �@� ���). Поскольку множество всех вер-
шин любого ИГЭП �� конечно (свойство ГЭП),
то отсюда следует окончание предлагаемой про-
цедуры через некоторое конечное число шагов �
(от противного доказывается, что множества ��	
становятся пустыми, т. е. ���� � �� - � ��: �
� ��). В результате формируется граф E�

: , пред-
ставляющий собой построенный ОГЭП E�, т. е.
граф такой, что ��E�

: � � ��, ��E�
:� � �� и �*��

�*�� � ��E�
:� � �&�*

�
�� E

�
:� � �&�*

�
�� E

�� "
��
� �*��� E

�
:� �

��
� �*�� � E

��"��� �*��� E
�
:� �

��
� �*��� E

��"
����� � �� - � %�

3 �*�� � E
�
: � E

�� �
%�
3 �*�� � E

�� E����.
Обработка на каждом 8-м шаге предлагаемой

процедуры заключается в следующем («!�» —
оператор присваивания):

1) в качестве множестваE�
	 берется множество

E�
	�� с предыдущего шага, т. е. E

�
	 !� E�

	��;

2) для всех � таких, что � � �� - , соответ-
ствующие множества ��	 задаются пустыми, т. е.
��	 !� �;

3) для всех �, ��	��, ), )
�, * таких, что * — ду-

га графа E�, исходящая из вершины ), принад-
лежащей непустому множеству ��	�� и соответ-
ствующей некоторой вершине )� на графеE�

	 , т. е.
� � �� - " ��	�� �� � " ) � ��	�� " )� � ��E�

	 � "
") � )� " * � �� " ) � 3��*�E��:

а) если на графе E�
	 найдется дуга *�, исхо-

дящая из вершины )� и соответствующая дуге *
(иначе говоря, * — прообраз *� на E�), т. е. !*�
�*� � ��E�

	 � " ��E�
	 � � �� � )� � 3��*�� E�

	 � "
"* � *��), то
a1) функция прообраза для дуги *� и графа E�

устанавливается в единицу, т. е.
%�
3 �*�� E�

	 � E
�� !�

!� �;
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a2) �-приоритет дуги *� (см. ниже п. б1.4) уста-
навливается в значение, равное приоритету про-
образа (соответствующей дуги *) на графеE�, т. е.
���� *�� E�

	 � !� ��*�E��;
а3) �-й элемент информационного сопрово-

ждения дуги *� (см. ниже п. б1.5) устанавливает-
ся в значение, равное информационному сопрово-
ждению прообраза на графе E�, т. е. 6��� *�� E�

	 � !�

!� 6�*�E��;
а4) если дуга * на графе E� ведет в верши-

ну, для которой на том же графе имеются ис-
ходящие дуги, не имеющие соответствующих дуг
на графе E�

	 , причем данная вершина еще отсут-
ствует во множестве ��	 , т. е. 4�3��*�E��� E�� ��
��  " 4�3��*�� E�

	 �� E
�
	 � �  " 3��*�E�� @� ��	 ,

то указанная вершина добавляется во множество
��	 , т. е. �

�
	 !� ��	

:�3��*�E���. При этом отме-
тим, что по определению соответствующих вер-
шин 3��*�E�� � 3��*�� E�

	 � ;

б) если дуги, указанной выше в п. а, не суще-
ствует, т. е.$!*��*� � ��E�

	 �"��E�
	 � � �� � )� �

� 3��*�� E�
	 � " * � *��, то

б1) в граф E�
	 добавляется дуга *�, т. е.

E�
	 !� E�

	 & *�, где операция добавления дуги &
предусматривает:
б1.1) добавление *� во множество дуг ��E�

	 �,
т. е.��E�

	 � !� ��E�
	 �
:�*��;

б1.2) назначение для *� предиката активности
�&�*

�� E�
	 �, который совпадает с предикатом ак-

тивности дуги * на графе E�, т. е. �&�*�� E�
	 � !�

!� �&�*�E
��;

б1.3) задание для *� значения функции ис-
ходной вершины на графе E�

	 , равного )�, т. е.
3��*

�� E�
	 � !� )�;

б1.4) задание для *� вектор-приоритета��
� �*�� E�

	 �, т. е.
��
� �*�� E�

	 � !� ����� *�� E�
	 � 

���� *�� E�
	 � ### ���� *�� E�

	 � ### ��-� *�� E�
	 �� �

� ����� *�� E�
	 ��C� , где �(k,d�� E�

	 � — �-й частный
приоритет (�-приоритет) дуги *�, равный приори-
тету дуги * на графеE�� если � � �, и значению, на
единицу превышающему значение максимально-
го приоритета среди дуг всех ИГЭП в противном
случае, т. е. определяемый следующим образом:

���� *�� E�
	 � �

'���(���)
��*�E��� если � � ��

���
!���C

�
���

>���,� ��

�
��*>� E

!�
��

� ��

если � �� � 

б1.5) задание для *� вектора информа-
ционного сопровождения, т. е.

��
� �*�� E�

	 � !�
!� �6��� *�� E�

	 � 6��� *
�� E�

	 � ###  6��� *
�� E�

	 � ###

### 6�-� *�� E�
	 �� � �6��� *�� E�

	 ��C� , где 6��� *�� E�
	 �—

�-й элемент информационного сопровождения
дуги *�, совпадающий с информационным со-
провождением дуги * на графе E�, если � � �, и
равный “пустому” слову в противном случае, т. е.

определяемый следующим образом:

6��� *�� E�
	 � �

�
6�*�E��� если � � ��

6�� если � �� � 

б1.6) если для вершины, в которую ведет ду-
га * на E�, уже существует соответствующая вер-
шина )�� на графе E�

	 , т. е. !)���)�� � ��E�
	 � �

� �� � )�� � 3��*�E���, то задание данной вер-
шины в качестве конечной для дуги *� на графе
E�
	 , т. е. 3��*�� E�

	 � !� )��;
б1.7) если вершины, указанной в п. б1.6, не су-

ществует, т. е. $!)���)�� � ��E�
	 � � �� � )�� �

� 3��*�E
���, то

б1.7.1) в графE�
	 добавляется вершина )

��, т. е.
E�
	 !� E�

	�)��, где операция� добавления верши-
ны предусматривает:
б1.7.1.1) добавление )�� во множество вершин

��E�
	 �, т. е. ��E�

	 � !� ��E�
	 �
:�)���;

б1.7.1.2) задание )�� в качестве конечной для
дуги *� на графеE�

	 , т. е. 3��*
�� E�

	 � !� )��;
б1.7.2) вершина )�� добавляется во множество

��	 , т. е. �
�
	 !� ��	

:�3��*�E���;
б2) функция прообраза для дуги *� и графа E�

устанавливается в единицу, т. е.
%�
3 �*�� E�

	 � E
�� !�

!� �;
б3) для всех прочих ИГЭП значение данной

функции обнуляется, т. е. при всех � таких, что � �

� �� - " � �� � � %�
3 �*�� E�

	 � E
�� !� . Отметим, что

в случае б) добавляемая дуга *� соответствует дуге
* , т. е. * � *�.

Очевидно, что построенный таким образом
ОГЭП будет удовлетворять определению ГЭП и,
следовательно, может рассматриваться как разно-
видность последнего.

9. .-МОДЕЛИ ЭП

Обсудим теперь вопрос об использовании по-
строенной обобщенной модели��. Очевидно, что
для обеспечения на ее основе адекватного контро-
ля описываемого ЭП должна существовать воз-
можность восстановления из �� любой инди-
видуальной модели � �. Такая возможность дей-
ствительно существует, однако, в силу того, что
рассмотренная в разделе 8 процедура построе-
ния обобщенной модели одновременно реализу-
ет функции приведения всех индивидуальных мо-
делей, восстановление этих последних возможно
только в виде так называемых �-моделей. Чтобы
ввести понятие �-модели, воспользуемся поняти-
ем �-графа ОГЭП.

�-графом ОГЭП E� будем называть НГЭП
E�
� такой, что: 1) дугами E�

� могут быть толь-
ко те дуги ОГЭП E�, каждая из которых име-
ет прообраз на ИГЭП E� (соответствующая
функция прообраза равна единице), т. е. �*�
�*� � ��E�

� � � �� � %�
3 �*�� E�� E�� � ��; 2) все

дуги ОГЭП E�, не принадлежащие E�
� , не име-

ют прообразов на ИГЭП E�, т. е. �*� �*� � �� "
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"*� @� ��E�
� � � %�

3 �*�� E�� E�� � �; 3) началь-
ная вершина E�

� совпадает с начальной верши-
ной ОГЭП E�, т. е. ��E�

� � � �� � ��E�
� � � ��;

4) если на E�
� отсутствуют дуги, то он состоит

только из начальной вершины, т. е. ��E�
� � � � �

� ��E�
� � � ��E�

� �; 5) если на E�
� имеются ду-

ги, то для каждой из них определены исходная и
конечная вершина, и для каждой вершины име-
ется по крайней мере одна исходящая или входя-
щая дуга, т. е. ��E�

� � �� � � �*��*� � ��E�
� � �

� !$��� $���$��� $
�
� � ��E�

� � " $�� � 3��*�� E�
� � " $�� �

� 3��*�� E�
� ��� " �$��$� � ��E�

� � � !*��*� �
� ��E�

� � " �$� � 3��*�� E�
� � # $� � 3��*

�� E�
� ����;

6) для каждой дуги E�
� значение ее предиката ак-

тивности совпадает со значением предиката ак-
тивности данной дуги на ОГЭП E�, а ее прио-
ритет и элемент информационного сопровожде-
ния соответственно равны �-му приоритету и �-му
элементу информационного сопровождения дан-
ной дуги на E�, т. е. �*� �*� � ��E�

� � � � �
� �&�*

�� E�
� � � �&�*

�� E�� " ��*�� E�
� � �

� ���� *�� E�� " 6�*�� E�
� � � 6��� *�� E���.

О свойствах �-графа может быть доказана
Теорема 3. Любой �-граф E�

� ОГЭП E� отно-
сится к классу ГЭП 2НВ и эквивалентен ПИГЭП
�E�, построенному из ИГЭП E�.
Введем теперь определение �-модели��

� .
�-моделью обобщенной модели �� будем на-

зывать модель ��
� , которая строится из �� и

включает �-граф E�
� , а также компоненты, совпа-

дающие с компонентами А, В и Г приведенной ин-
дивидуальной модели �� �.
Отсюда следует, что �-модель ��

� является
полной статической моделью 2НВ. Кроме того,
согласно определению эквивалентных моделей,
��
�
�� �� �.
Таким образом, из доказательства сформули-

рованных выше теорем следует, что контроль раз-
вития ЭП на основе семейства индивидуальных
моделей � � �� �� может быть заменен на аде-
кватный контроль, предполагающий использова-
ние обобщенной модели��: вместо любой моде-
ли� � может быть использована �-модель��

� , ко-
торая строится из �� и служит для построения
динамической �-модели ��

� �!�, непосредственно
обеспечивающей контроль развития ЭП.

10. СПЕЦИАЛИЗИРОВАННАЯМОДЕЛЬ �"

Контроль ЭП по обобщенной модели, осуще-
ствляемый через построение �-моделей��

� , прин-
ципиально ничем не отличается от контроля на
основе семейства индивидуальных моделей и ха-
рактеризуется такой же громоздкостью и неодно-
значностью.
Для упрощения процедуры контроля разви-

тия ЭП необходимо выполнить некоторую проце-
дуру согласования индивидуальных моделей � �.
Процедура согласования, предлагаемая в настоя-
щем разделе, осуществляет преобразование обоб-
щенной модели �� в специализированную мо-
дель �� , имеющую второй нормальный вид. При
этом, однако, к модели �� предъявляется допол-

нительное требование — она должна быть частич-
но согласованной, т. е. каждое из ее семейств G�
и 2� может быть представлено одной функцией:
�� �� � �� - � � �E����G�� �E��� � G�� �E���� "
"�2�� �E��� � 2�� �E������.
Модель �� , которая получается в результа-

те преобразования частично согласованной обоб-
щенной модели��, как и всякая полная статиче-
ская модель 2НВ, включает следующие компонен-
ты: А) предикат активности �?&; Б) ГЭП 2НВ �E;
В) функцию развития � � �G� �E��; Г) функцию
информационного сопровождения � � �2� �E��. В
основе ее построения лежит принцип ранжирова-
ния экспертов, где под рангом эксперта будем по-
нимать номер � соответствующейиндивидуальной
модели � �: чем меньше �, тем выше ранг экспер-
та и тем предпочтительнее использовать постро-
енную им модель� � для контроля описываемого
ЭП.
Основная идея процедуры построения мо-

дели �� заключается в преобразовании вектор-
приоритета ��� �*��� E

�� каждой из дуг *�� ОГЭП E�
в натуральное число, которое затем рассматрива-
ется как обычный приоритет *�� на том же гра-
фе. Если также преобразовать в строку симво-
лов вектор информационного сопровождения ду-
ги ��

� �*��� E
��, то ГЭП �E, полученный таким обра-

зом из ОГЭП E�, будет иметь второй нормальный
вид и обобщать при этом все данные, содержащи-
еся в индивидуальных моделях.
В качестве преобразования предлагается рас-

сматривать вектор-приоритет дуги *�� как - -
разрядное число в системе счисления с основа-
нием, на единицу большим максимально возмож-
ного частного приоритета дуг ОГЭП E�: стар-
шим разрядом данного числа будет первый част-
ный приоритет дуги, а младшим — последний.
После такого преобразования дуги, исходящие из
каждой вершины графа, будут упорядочены по
приоритетам, причем новая система приоритетов
не только сохраняет упорядоченность, изначаль-
но присущую прообразам данных дуг на каждом
из ИГЭП, но и вводит дополнительную упоря-
доченность, соответствующую рангам экспертов,
для всех пар дуг, прообразы которых не принад-
лежат одному ИГЭП.
Предлагаемая процедура построения модели

�� из обобщенной модели �� включает следую-
щие этапы:

1) в качестве предиката активности модели
�� берется предикат активности модели ��, т. е.
�?& !� ��&;

2) в качестве множеств вершин и дуг ГЭП �E
модели �� берутся соответствующие множества
ОГЭП E� модели �� с сохранением начальной
вершины, а также исходной и конечной вершин
для каждой дуги, т. е. �� �E� !� ��; �� �E� !� ��;
�� �E� !� ��; для всех ��3��*��� �E� !� 3��*��� E

��;
3��*��� �E� !� 3��*

�
�� E

���;



С. Г. Газетдинова, Р. A. Ярцев � О построении моделей управления на основе графов ... 221

3) для дуг ГЭП �E устанавливают-
ся приоритеты, определяемые преобразо-
ванием вектор-приоритетов данных дуг на
ОГЭП E� в натуральные числа: для всех �
(��*�� � �E� !� ����� *��� E

������ *��� E
��###���� *�� � E

��###
###��-� *�� � E

������; Здесь �###��� — запись - -раз-
рядного числа в системе счисления с основанием
�� � ���

����C
� ���
����,

������ *��� E
���� � �;

4) в качестве предикатов активности дуг ГЭП
�E берутся предикаты активности данных дуг на
ОГЭПE�, т. е. для всех ���&�*

�
� �

�E� !� �&�*
�
�� E

���;

5) для дуг ГЭП �E устанавливаются символы
информационного сопровождения, определяемые
преобразованием векторов информационного со-
провождения данных дуг на ОГЭП E� в стро-
ки символов: для всех ��6�*��� �E� !� 6��� *��� E

�� Æ
Æ6��� *��� E��Æ###Æ6��� *�� � E��Æ###Æ6�-� *�� � E

���; Здесь
Æ — символ операции конкатенации (сцепления)
символов. Отметим, что, поскольку все вершины
и дуги ОГЭП являются достижимыми, то граф �E
является ГЭП 2НВ;

6) в качестве функции развития модели �� бе-
рется соответствующая функция частично согла-
сованной модели ��, т. е. для всех �E�� �G� �E�� !�

!� G�� �E���;

7) в качестве функции информационного со-
провождения модели �� берется соответствующая
функция модели ��, т. е. для всех �E���2� �E�� !�

!� 2�� �E���.

Применение построенной модели �� для кон-
троля описываемого ЭП осуществляется анало-
гично использованию любой из полных статиче-
ских моделей, рассмотренных в настоящей статье.

11. СПЕЦИАЛИЗИРОВАННАЯМОДЕЛЬ �"�

Аналогично любую частично согласованную
обобщеннуюмодель�� можнопривести кмодели
���, также имеющей второй нормальный вид, т. е.
включающей предикат активности �? �

& , ГЭП 2НВ
�E�, функцию развития � � �G�� �E�� и функцию
информационного сопровождения � � �2�� �E��.
Модель ��� хотя и учитывает ранжирование

экспертов, введенное в предыдущем разделе, одна-
ко характеризуется совсем иным, нежели модель
�� , принципом построения: коллективное мнение
экспертов в ней преобладает над авторитетом ин-
дивидуальных высказываний. Согласно данному
принципу приоритет каждой дуги *�� ГЭП �E�, по-
лучаемый в результате преобразования вектор-
приоритета данной дуги на ОГЭПE�, определяет-
ся в первую очередь числом прообразов *�� во всем
множестве ИГЭП �E��: чем это число выше (т. е.
чем больше экспертов использует соответствую-
щие дуги при построении своих индивидуальных
моделей), тем выше приоритет дуги *�� .
Реализация этого принципа в модели ��� осу-

ществляется путем добавления соответствующе-

го числа, называемого обобщенным приорите-
том дуги, в качестве первого элемента вектор-
приоритета с последующим преобразованием дан-
ного вектора в натуральное число по способу, из-
ложенному в разд. 10.
Соответствующая процедура построения мо-

дели ��� не отличается от процедуры построе-
ния модели �� за исключением этапа 3, кото-
рый выполняется следующим образом: для всех �
(��*�� � �E�� !� ���� *��� E

������ *��� E
������ *��� E

��###
���� *��� E

��###��-� *�� � E
�����). Здесь ��� *�� � E

�� �

� - � � ��C
���

�

3 �*��� E
�� E��— обобщенный при-

оритет дуги *�� на ОГЭП E�; [...]�� — запись
�- � ��-разрядного числа в системе счисления с
основанием �� � ���

����C
� ���
����,

������ *��� E
���� � �.

Модель ��� может быть использована для кон-
троля ЭП и в тех случаях, когда авторитет при-
влеченных экспертов одинаков. При этом ранжи-
рование экспертов, необходимое для реализации
процедуры построения ���, осуществляется про-
извольным образом.

12. ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИМОДЕЛЕЙ

Процедуры, предложенные в настоящей рабо-
те, позволяют обеспечить безызбыточное хране-
ние индивидуальных моделей ЭП, построенных
различными экспертами и имеющих первый нор-
мальный вид, в форме обобщенной модели, а так-
же их согласование путем приведения обобщен-
ной модели ко второму нормальному виду. Ре-
альная экономия от применения данных процедур
пропорциональна числу привлекаемых экспертов
и степени совпадения предложенных ими моде-
лей, а также стоимости проведения отменяемого
коллективного согласования моделей с эксперта-
ми (управленческих игр).
Разработанные процедуры предполагается ис-

пользовать для моделирования конкретных про-
изводственных ситуаций на машиностроительном
предприятии. При этом ожидается, что экономия
от внедрения составит не менее 50% стоимости
реализации полного комплекта индивидуальных
моделей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Модели в виде графов с приоритетами, каж-
дой из дуг которых соответствуют предикат ак-
тивности (переменная, определяющая условие пе-
рехода по данной дуге) и символы информаци-
онного сопровождения, могут быть использова-
ны для описания так называемых элементарных
процессов (ЭП), которые, взаимодействуя между
собой на различных уровнях иерархии, образуют
моделируемый иерархический процесс. Помимо
графа элементарного процесса (ГЭП) модель лю-
бого ЭП содержит его предикат активности, опре-
деляемый аналогично предикату активности дуги,
а также рекурсивные функции развития и инфор-
мационного сопровождения, с помощью которых
на ГЭП отслеживается текущая вершина, изобра-
жающая текущее состояние контролируемого ЭП,
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и формируется набор соответствующих сообще-
ний оператору. Все подобные модели в настоящей
работе отнесены к первому нормальному виду.
2. В ходе моделирования конкретных процес-

сов, протекающих в сложных системах, могут при-
нимать участие различные эксперты, каждый из
которых предлагает свою, индивидуальную мо-
дель ЭП, имеющую первый нормальный вид. Ин-
дивидуальные модели могут быть приведены так-
же ко второму нормальному виду путем удаления
из соответствующих ГЭП недостижимых вершин
и дуг. Доказывается, что это не влечет за собой
срыв контроля развития моделируемого ЭП.
3. В настоящей работе предлагается новая ме-

тодика моделирования ЭП на основе экспертных
оценок. Ее наиболее важным звеном является про-
цедура, которая строит обобщеннуюмодельЭПна
основе предложенных экспертами индивидуаль-
ных моделей, устраняя их избыточность и сохра-
няя различия. В дальнейшем при использовании
построенной модели в ходе контроля развитияЭП
из нее может быть восстановлена любая из ранее
обобщенных индивидуальных моделей.
4. Восстановление индивидуальных моделей

осуществляется в виде так называемых �-моде-
лей, каждая из которых оказывается эквивалент-
ной соответствующей индивидуальной модели, но
не исходной, построенной экспертом, а приведен-
ной ко второму нормальному виду. Таким обра-
зом, контроль развития ЭП на основе семейства
индивидуальных моделей может быть заменен на
адекватный контроль, предполагающий использо-
вание обобщенной модели.
5. В целях упрощения контроля развития ЭП

предлагаемая методика предусматривает возмож-
ность согласования мнений различных экспертов,
отражаемых в обобщенной модели. Это достига-
ется путем использования двух процедур преоб-
разования обобщенной модели ЭП к специализи-
рованным моделям второго нормального вида. В
основу одной из этих процедур положен принцип
ранжирования экспертов и их моделей по прио-
ритетам, а в основу другой — принцип преоблада-
ния коллективного мнения экспертов над автори-
тетом индивидуальных высказываний. Использо-
вание данных процедур позволяет устранить про-
тиворечия, содержащиеся в индивидуальных мо-
делях, не привлекая их авторов к коллективному
обсуждению.
6. Внедрение предлагаемой методики на пред-

приятии машиностроения способствует повыше-
нию эффективности управления производством в
различных ситуациях.
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