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Аннотация. Необходимость сортировки большого числа коротких массивов с числом элементов в диапазоне 
30 ≤ n ≤ 120 возникает в молекулярной динамике в методе сортировки взаимодействий. Представлена модифика-
ция алгоритма ранговой сортировки для решения данной задачи, реализованная для платформы GP GPU (Tesla 
C2050). Показано, что предложенная модификация алгоритма в данном диапазоне числа элементов превосходит 
по эффективности общедоступные для данной платформы библиотечные алгоритмы сортировок. 
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Расчеты ближних несвязующих взаимодей-
ствий в молекулярной динамике (МД) занимают 
существенную, до 90%, часть от общего време-
ни выполнения, что обусловлено следующими 
факторами: 

• по сравнению с расчетами связующих

взаимодействий резко (в десятки раз) возрастает 
число взаимодействий, приходящихся на один 
атом, что обусловлено необходимостью учета 
влияния всех 4π/3 ρr3

cutoff атомов, распределен-
ных с плотностью ρ в сфере радиуса, равного 
расстоянию отсечения взаимодействий rcutoff; 

• заметно увеличивается неоднородность
данных (в сфере взаимодействия оказываются 
атомы разных типов); 

• в потоке данных, собранных из памяти и
доставленных на вычислительное устройство, 
существенно возрастает доля незначимых пар 
атомов, то есть таких, которые при проверке 
расстояний приходится отбрасывать;  

• существенно возрастает количество 
промахов кэша, поскольку атомы, хранимые в 
соседних ячейках памяти компьютера, в силу 
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своего непрерывного движения в процессе мо-
делирования могут существенно разойтись по 
координатам в пространстве и выйти из области 
учета взаимодействий.  

Таким образом, поток данных, попадающий 
на вычислительные устройства на этапе расче-
тов несвязующих взаимодействий, в случае не-
удачного подбора алгоритмов, отсутствия их 
адаптации для конкретных вычислительных 
платформ или, как крайний случай, низкой ква-
лификации пользователя при установке пара-
метров моделирования характеризуется низкой 
плотностью «полезных» данных, что неизбежно 
сказывается на эффективности расчетов.  

Высокую эффективность расчетов в моле-
кулярной динамике могут обеспечить только 
адаптивные схемы организации вычислительно-
го процесса, которые позволяют существенно 
увеличить вероятность нахождения нужных 
данных в потоке за счет подстраивания схемы 
вычислений под текущее состояние моделируе-
мой системы и платформу выполнения. В на-
стоящее время такие адаптивные схемы органи-
зации вычислений используют метод связанных 
ячеек (LC – linked cells) [1] для поиска ближай-
ших соседей, метод сортировки взаимодействий 
(IS – interaction sorting) [2] для ограничения до-
ли незначимых пар атомов, метод Верлет таб-
лицы (VT – Verlet table) [3] для хранения вре-
менно взаимодействующих пар, методы пере-
одического переупорядочения атомов (LCR – 
linked cell based reordering) [4] для минимизации 
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промахов кэша и автоматическую, «на лету», 
подстройку параметров расчетной схемы [5] под 
максимальную эффективность путем контроли-
рования времени работы различных шагов алго-
ритма. Последние способы дополнительно по-
зволяют избегать деградации выполнения, то 
есть замедления расчетов, в длительной моле-
кулярной динамике. 

Сущность вышеупомянутых методов за-
ключается в следующем: 

• LC – метод связанных ячеек. Для поиска 
ближайших соседей используется разделение 
пространства моделирования на пространствен-
ные ячейки с длиной ребра большей или равной 
радиусу отсечения взаимодействий rcutoff. Для 
каждой ячейки составляется список соседних 
к ней ячеек (связанные ячейки). Все атомы сис-
темы распределяются по ячейкам согласно сво-
им координатам. Поиск соседей для любого 
атома выполняется в ячейке самого атома, 
а также в связанных с ней ячейках. 

• IS – метод сортировки взаимодействий. 
Метод связанных ячеек приводит к излишним 
расходам по оценке расстояний между парами 
атомов. Действительно, в ячейке с ребром, рав-
ным rcutoff, и в 26 связанных с нею ячейках на-
ходится N1 = 27ρr3

cutoff атомов, при этом в преде-
лах rcutoff находится всего N2 = 4π/3ρr3

cutoff ато-
мов. Таким образом, для всех связанных ячеек 
доля взаимодействующих атомов достаточно 
мала N1/N2 × 100% ~ 16%. С целью избежать 
излишних проверок расстояний атомы сорти-
руются согласно их координатам вдоль оси, со-
единяющей любые две соседние ячейки. Имея 
отсортированные последовательности атомов 
двух соседних ячеек при расчетах расстояний, 
возможно отбрасывать концы последовательно-
стей, если расстояние между проверяемыми 
атомами превосходит rcutoff. 

• VT – метод Верлет таблицы. Найден-
ные пары взаимодействующих атомов сохраня-
ются в таблице, в которой для каждого атома 
хранится список атомов, находящихся на рас-
стоянии, не превышающем rcutoff + rskin, где rskin – 
страховочная область. Регулируя ширину стра-
ховочной области, можно подобрать оптималь-
ное соотношение между временем расчета 
взаимодействий и частотой перестройки табли-
цы. Необходимость перестройки таблицы воз-
никает всякий раз, когда какой-либо атом в ре-
зультате своего движения перешел пределы 
страховочной области rskin. 

• LCR – метод переупорядочения атомов. 
Все атомы и их таблицы параметров взаимодей-

ствий пересортировываются в памяти согласно 
текущим координатам таким образом, чтобы 
атомы, близкие в пространстве, были близки по 
адресам памяти. Такая пересортировка выпол-
няется через заданный интервал модельного 
времени системы, который пропорционален 
подвижности молекул системы. 

В любой адаптивной схеме для организации 
необходимого порядка обработки данных ин-
тенсивно используются различного вида сорти-
ровки. Именно благодаря сортировкам атомов 
по пространственным ячейкам снижается вы-
числительная сложность поиска ближайших 
соседей с 0(N2) до 0(N) (метод LC [1], комбини-
рованный метод LC + VT [6]), существенно уве-
личивается доля взаимодействующих пар в по-
токе данных от ~16% до ~60% (метод IS [2]) 
и обеспечивается поддержка пространственной 
и временной локальности данных, повышая ве-
роятность нахождения данных в кэше с 90,9 % 
(без упорядочения) до 99,4 % на процессорах 
стандартной архитектуры x86 (метод LCR [4]). 

Любая сортировка данных требует соответ-
ствующих накладных расходов, и может быть 
использована только, если выгода от ее исполь-
зования превышает потери. Сортировка взаимо-
действий увеличивает общую производитель-
ность молекулярной динамики для реализаций, 
основанных на широкораспространенном ком-
бинированном методе LC + VT до 10 % (за счет 
ускорения этапа построения таблицы более чем 
в два в половиной раза) [7]. Сортировка взаимо-
действий более чем в два раза увеличивает об-
щую производительность динамики для реали-
заций, основанных на оригинальном методе LC 
[8], что позволяет последнему при расчетах 
плотных систем с высокой мобильностью ато-
мов превзойти по эффективности комбиниро-
ванный метод CL + VT. Относительные потери 
на сортировку в обоих подходах не превышают 
5–10 % для соответствующих этапов алгоритма 
для последовательных версий и увеличиваются 
до 15 % для векторизованных SSE версий [5]. 
Увеличение относительной доли затрат на алго-
ритмы сортировки в векторизованом коде обу-
словлено невозможностью их эффективной век-
торизации. 

Метод сортировки взаимодействий, обладая 
доказанной эффективностью для стандарной 
архитектуры x86, не гарантированно даст эф-
фект при его использовании в программах мо-
лекулярной динамики, выполняющихся на GPU. 
Наиболее существенной проблемой является  
необходимость многочисленных сортировок 
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данных, и далеко не очевидно, что GPU позво-
лит обеспечить необходимую эффективность. 
Основные особенности алгоритма сортировки 
взаимодействий, которые необходимо учиты-
вать при портировании, следующие: 

• Сортировке подвергаются массивы 
с весьма небольшим числом элементов в них. 
Действительно, среднее число молекул воды на 
любую пространственную ячейку размером 10 × 
× 10 × 10 Å� при нормальной плотности не пре-
вышает ~30 (полное число атомов ~90). 

• Общий объем необходимых сортировок 
значителен, то есть число небольших по ~30 
элементов последовательностей велико. Дейст-
вительно, общее число определяется числом 
ячеек, на которые разбита пространственная 
область [Nx, Ny, Nz] и числом пар, которые обра-
зует любая ячейка с соседями, то есть 26. Таким 
образом, полное число массивов для сортировки 
равно 26 Nx Ny Nz, что для среднего расчета дос-
тигает величины в несколько десятков тысяч. 
При этом такие сортировки требуется выпол-
нять на каждом шаге МД.  

Итого для обеспечения эффективности мо-
лекулярной динамики на аппаратуре, позво-
ляющей «мелкозернистый» параллелизм (век-
торные операции с большим числом компонент, 
либо огромное число легких потоков, как на 
GPU) необходимо построение алгоритма сорти-
ровки большого объема коротких последова-
тельностей. В данной работе анализируется 
возможность применения алгоритма ранговой 
сортировки на платформе GPU для решения 
этой задачи. Выбор данного алгоритма обуслов-
лен тем, что наряду с тем, что он имеет моди-
фикации с вычислительной сложностью O(N × 
log N), такой же как у любых прочих эффектив-
ных алгоритмов сортировки, он имеет «соблаз-
нительную» теоретическую возможность вы-
полняться за время O(1). А когда есть выбор – 
допустить простаивание потоков или бросить их 
все на выполнение задачи пусть и неэффектив-
ным O(N2) образом, результат выбора очевиден. 

РАНГОВАЯ СОРТИРОВКА 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Aлгоритмы ранговой сортировки [9] осно-
ваны на вычислении рангов элементов и их 
упорядочении в соответствии с полученным 
рангом. Ранги элементов могут быть определе-
ны любым способом, однако в практике зачас-
тую достаточным является следующая формула 
вычисления ранга: rank(si) = Σj rank(R(si, sj)), где 

ранжируются результаты R(si, sj) операций по-
парного сравнения элементов и выполняется 
суммирование полученных рангов. В общем 
случае в зависимости от выбора операции срав-
нения, значение ранга может принимать как це-
лочисленное, так и вещественное значение. За-
метим, что для наиболее естественного выбора 
в качестве операции сравнения R операции «<»  
(меньше) значение ранга имеет булевский тип, 
который транслируется в целочисленный, со-
гласно преобразованию true → 1 и false → 0. 
Если операция R между элементами неопреде-
ленна, то ее ранг принимается равный нулю. 
Поскольку для получения ранга элемента при 
таком выборе функции ранжирования требуется 
попарное сравнение всех элементов, то вычис-
лительная сложность таких алгоритмов равна 
O(N2), где N – число элементов в сортируемой 
последовательности. Такая высокая вычисли-
тельная сложность означает неприменимость 
этих алгоритмов в практических расчетах сис-
тем с огромным числом элементов N >> 1.  

Если операция сравнения элементов после-
довательности является транзитивной, исчезает 
необходимость сравнения всех N2 пар. В этом 
случае возможно использование подхода «раз-
деляй и властвуй», что позволяет для алгорит-
мов ранговой сортировки строить схемы с вы-
числительной сложностью O(N × log N), как 
и для стандартных алгоритмов быстрой сорти-
ровки, типа qsort или merge [9]. Примером по-
добного алгоритма является алгоритм, описан-
ный в [10] и реализованный для платформы 
GPU.  

Однако при использовании вычислительной 
платформы с «идеальным» параллелизмом, ал-
горитмы ранговой сортировки превосходят по 
скорости вычислений стандартные алгоритмы, 
поскольку имеют временную сложность O(1) 
[11]. Здесь под «идеальной» параллельной сис-
темой понимается система, которая может обес-
печить сколь угодно большое число реально 
одновременно выполняемых потоков и поддер-
живает на машинном уровне параллельные опе-
рации для векторов, такие как scan, reduce, 
transposition [12]. Причем важным условием яв-
ляется то, что данные параллельные операции 
выполняются за такое же время, как и любая 
скалярная операция, например за один такт. 

Для такой идеальной параллельной системы 
алгоритм ранговой сортировки выполняется 
всего за 3 операции: 

• расчет рангов операции сравнения с по-
мощью N2 потоков для всех пар элементов мно-
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жества и формирование матрицы, в которой на 
пересечении k-строки с m-столбцом находится 
результат сравнения элементов sk и sm;  

• выполнение операции reduce (суммиро-
вание) над всеми рядами полученной матрицы 
с формированием вектора, содержащего ранги 
всех элементов последовательности; 

• выполнение операции transpose для пе-
реупорядочения элементов последовательности 
в соответствии с вектором рангов. 

Поскольку любая реальная параллельная 
вычислительная система является приближени-
ем к «идеальной», то достижение вычислитель-
ной сложности O(1) невозможно. Причины это-
го очевидны, поскольку:  

• реальная параллельная система может 
обеспечить большое, но ограниченное число 
параллельных потоков, 

• даже при поддержке на машинном уров-
не параллельных операций для векторов, вряд 
ли реализация параллельных операций, тре-
бующих суммирования, таких как scan и reduce, 
будет выполняться за то же время, что и ска-
лярные операции. 

Первое возражение не является существен-
ным, поскольку для задачи сортировки N эле-
ментов достаточно N2 потоков. Например, для 
задачи сортировки коротких последовательно-
стей длиной не более 32 элементов достаточно 
иметь 1024 потока, что уже могут обеспечить 
GPU устройства с compute capability версии 2.0 
и выше [13]. 

Второе возражение существенно, поскольку 
в настоящее время даже наиболее востребован-
ные параллельные операции, типа scan и reduce, 
реализованы с помощью библиотечных функ-
ций, например библиотеки CUDA C SDK [14], 
и включают циклы по элементам обрабатывае-
мых последовательностей. Таким образом, хотя 
теоретическая временная сложность алгоритма 
равна O(1), ожидаемая временная сложность 
реализации алгоритма, как описано ниже, может 
быть равной O(log2N). 

В данной работе выполнена реализация ал-
горитмов ранговой сортировки для платформы 
Tesla C2050 с помощью технологии CUDA. Вы-
полненно сравнение эффективности разрабо-
танного алгоритма с эффективностью наиболее 
широко используемых параллельных алгорит-
мов сортировки, которые имеют временную 
сложность O(log2N), таких как mergeSort, bitonic 
Sort, odd-even, входящими в пакет CUDA SDK 
[14]. Сравнение выполнено как для диапазона 

1 ≤ n ≤ 32 элемента, в котором теоретическая 
временная сложность равна O(1) и для диапазо-
на 32 ≤ n ≤ 1024, где теоретическая временная 
сложность пропорциональна O(N).  

Сортировка последовательности 
целых чисел без дубликатов 

Временная сложность O(1) для сортировки 
последовательности чисел достигается при ус-
ловии, что число доступных потоков выполне-
ния не менее чем N2, где N – число элементов 
в последовательности. Такое число потоков не-
обходимо, чтобы за один шаг можно было по-
лучить таблицу сравнения R(si, sj) для всех пар 
элементов si и sj.  

Ранг операции сравнения выбирается как 
rank(si, sj) = (bool) (si > sj). В матрицу сравнения 
записываются значения целые числа {0, 1} 
представляющие булевские значения {false,  
true}. Ранг элемента рассчитывается как сумма 
значений в рядах матрицы rank(si) = 
= ∑j rank(si, sj). 

Если некоторая последовательность S упо-
рядочена, s0 ≤ s1 ≤ .. ≤ sn–1, то для любого ее эле-
мента sk выполняется: sk > s0 (true), sk > s1 (true), 
.. sk > sk–1 (true), sk > sk (false), sk > sk+1 (false), sk > 
> sn–1 (false). То есть полное число парных срав-
нений данного элемента со всеми остальными 
элементами последовательности, которое имеет 
значение равное true, равно индексу элемента 
в данной последовательности. То есть выполня-
ется формула ∑i rank(sk, si) = k. Значение ранга 
элемента не изменится, если последователь-
ность будет переупорядочена произвольным 
образом, поскольку это приведет к перестановке 
элементов в сумме, но не к изменению резуль-
тата, поскольку результат операции сложения 
коммутативен. Таким образом, ранг элемента 
в последовательности не зависит от упорядоче-
ния последовательности. Этот факт позволяет 
легко находить для любого элемента неупоря-
доченной последовательности его позицию 
в упорядоченной последовательности. Для этого 
достаточно просуммировать все значения пар-
ных сравнений данного элемента со всеми ос-
тальными элементами.  

Таким образом, возвращаясь к алгоритму, 
чтобы получить позицию любого элемента 
в отсортированной последовательности, необ-
ходимо суммировать все значения в рядах мат-
рицы сравнений. Для идеальной параллельной 
машины такое суммирование выполняется за 
одну параллельную операцию типа scan или 
reduce. Для реальной машины подобная парал-
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лельная операция реализуется либо программ-
ными средствами, либо на машинном уровне. 
В обоих случаях эффективный  алгоритм такого 
суммирования требует log2N шагов. Поскольку 
все суммирование по рядам может выполняться 
независимо и число рядов меньше числа пото-
ков N < P, то суммарное время получения ран-
гов всех элементов не изменяется и равно log2N. 

Последним этапом данного алгоритма явля-
ется восстановление правильного порядка эле-
ментов последовательности. Это также может 
быть сделано за один шаг, поскольку знание 
индекса элементов позволяет делать их запись 
независимо друг от друга. 

Итого, полное число шагов, необходимых 
алгоритму, равно 3 для идеальной параллельной 
машины, либо для реальной параллельной ма-
шины определяется шагом суммирования, то 
есть пропорционально log2N.  

Алгоритм является эффективным только 
в случае, когда число доступных потоков под-
чиняется условию P ≥ N2. Если оно нарушается, 
то невозможно будет получить полную таблицу 
парных сравнений за один шаг, что в свою оче-
редь в худшую сторону изменит эффективность 
алгоритма. Действительно, если допустить, что 
число потоков является недостаточным, чтобы 
обработать таблицу за один шаг, то есть выпол-
няется P < N2, но достаточно, чтобы обработать 
за один шаг хотя бы один ряд целиком, то есть 
P > N, то таблица парных сравнений должна об-
рабатываться частями. Полная высота обраба-
тываемой части таблицы (при условии ее шири-
ны N) равна k = P / N, а число частей таблицы 
равно m = N / k, или после подстановки значения 
k величина m равна N2 / P. Учитывая, что число 
шагов для нахождения позиций элементов не 
меняется log2N, получаем, что полное число ша-
гов равно (N2 / P) × log2N. Таким образом, эф-
фективность данного алгоритма при числе по-
токов P, удовлетворяющем условию N ≤ 
≤ P ≤ N2$, находится в диапазоне [N × log2N, 
log2N]. 

Сортировка последовательности 
целых чисел c дубликатами 

Наличие дубликатов в последовательности 
приводит к неработоспособности вышеприве-
денного алгоритма. Это происходит по той при-
чине, что все дубликаты имеют один и тот же 
ранг. Как результат, запись элементов исходной 
последовательности по позициям, определяе-
мым рангами, приводит к тому, что в конечной 
последовательности появляются позиции, в ко-

торые вообще не производится запись. То есть 
в пересортированной последовательности появ-
ляются элементы, значение которых не опреде-
лено. Легко понять, что позиции с неопределен-
ными элементами появляются сразу за элемен-
том, имеющим дубликаты, и их число равно nd, 
где nd – число дубликатов (рис. 1). Под числом 
дубликатов здесь и далее будем понимать пол-
ное число элементов, совпадающих по значе-
нию, без включения исходного элемента. До-
полнительно ограничимся также и тем предпо-
ложением, что в последовательности находятся 
дубликаты только с одним значением. Послед-
нее условие никак не ограничивает коррект-
ность нижеприведенных рассуждений, которые 
верны и в случае дубликатов с различными зна-
чениями, однако это упрощает описание. 
 

 
Рис. 1. Пример таблицы сравнений для 
последовательности целых с дубликатами 
(слева) и результирующая 
последовательность после обработки  
                    алгоритмом (справа) 

Идея, позволяющая разрешить проблему 
с дубликатами, заключается в том, чтобы найти 
такое преобразование матрицы сравнений 
U → U', которое с одной стороны изменит ко-
нечные ранги дубликатов, упорядочив их в об-
ласти [rank(s), rank(s) + nd], где rank(s) – ранг 
дубликата s и nd – число дубликатов, и с другой 
стороны – не изменит ранги элементов без дуб-
ликатов. 

Сделаем следующее модификацию опреде-
ления ранга сравнения, определив его как 
ranknew(si, sj) = si – sj. Очевидно, что операция 
bool(x) = {1, x > 0 | 0, x ≤ 0} приводит модифи-
цированный ранг ranknew к значению исходного 
ранга bool(ranknew(si, sj)) = rank(si, sj), то есть при 
таком расширении не потеряна информация об 
упорядочении элементов. Операции bool(x) 
имеет следующее свойство: bool(x + n) = bool(x), 
для всех |x| > n, где n – целое положительное 
число, а операция |x| = {x, x>0 | –x, x < 0} есть 
операция взятия абсолютного значения. Таким 
образом, матрица сравнений допускает добав-
ление любого числа n к элементу sij в любой по-
зиции, тем самым изменяя модифицированный 
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ранг, но без изменения значений исходных ран-
гов элементов при условии, что число n < |sij|. 
Поскольку для дубликатов |sij| = 0, то для них 
при таком преобразовании ранг меняется все-
гда. 

Разное поведение рангов для элементов 
с дубликатами и без них позволяет построить 
преобразование матрицы сравнения, в котором 
позволяет изменить ранги дубликатов с сохра-
нением прежних рангов у всех остальных эле-
ментов. Легко проверить, что матрица T, со-
стоящая из одних единиц и с нулями на главной 
диагонали обладает требуемым свойством. Дей-
ствительно:  

• Для элементов без дубликатов вне глав-
ной диагонали возможны два варианта sij < 0 
и sij > 0. Добавление 1 к целому отрицательному 
числу даст либо отрицательное значение, либо 
нуль, то есть не изменит значение функции bool. 
Если sij > 0, то значение функции bool также не 
меняется при увеличении sij.  

• Для элементов с дубликатами sij = 0. При 
добавлении 1 значение функции bool меняется: 
bool(0) = 0 и bool(1) = 1. 

К сожалению, преобразование U = U + T из-
меняет ранги всех дубликатов одинаково. Это 
изменение равно rank(s) → rank(s) + nd, где nd – 
число дубликатов. Действительно, в ряду i ран-
ги сравнений меняются только у дубликатов (за 
исключением лежащего на главной диагонали), 
а так как изменение равно 1 и их число nd, то 
ранг элемента меняется на nd. Это не то, что хо-
телось бы от алгоритма. От алгоритма требует-
ся, чтобы ранг первого дубликата не менялся, 
второго изменился на 1, третьего на 2 и т. д.  

Чтобы обеспечить различное изменение 
ранга дубликатов, заметим, что допустимы до-
полнительные модификации матрицы T, сохра-
няющие ранги элементов без дубликатов, 
а именно удаление единиц с любой позиции 
матрицы T. Действительно, если позиция, с ко-
торой удаляется 1, соответствует позиции, не 
связанной с дубликатами, то ранг элемента на 
ней вообще не изменяется при замене 1 на 0. 
Однако такие модификации матрицы T для по-
зиций, связанных с дубликатами, приводят 
уменьшению ранга rank(s) → rank(s) – 1. По-
следнее свойство позволяет построить матрицу 
T, которая обладает нужными свойствами. Для 
этого нужно оставить один ряд неизменным, 
затем убрать одну единичку из любого оставше-
гося ряда матрицы T, затем две единички из лю-
бого из оставшихся рядов и т. д. Порядок уда-
ления единички в ряду и порядок рядов несуще-

ственен. Таким образом, возможно получить   
(N – 1)! ∑(1/k!) матриц T. Поскольку любая из 
таких матриц годится, выберем наиболее про-
стую из них, а именно ту, которая получается, 
если первый ряд не менять, из второго убрать 
единичку слева от главной диагонали, из второ-
го – две единички слева от главной диагонали 
и т. д., то есть получить верхнетреугольную 
матрицу. 

Полный алгоритм выглядит следующим об-
разом: 

• Составляем матрицу сравнений U с ис-
пользованием ранга rank(si, sj) = si – sj. 

• Делаем преобразование U → U + T, где 
T – верхнетреугольная матрица, состоящая из 
единиц, с нулями на главной диагонали. 

• Выполняем операцию bool над каждым 
элементом матрицы U, то есть U → bool(U). 

• Вычисляем ранг каждого элемента ис-
ходной последовательности S по алгоритму, 
описанному в разделе «сортировка целых без 
дубликатов». 

Сортировка последовательности 
вещественных чисел без дубликатов 

Выполняется по алгоритму, описанному в 
разделе «сортировка целых без дубликатов». 

Сортировка последовательности 
вещественных чисел с дубликатами 

• Рассчитываем ранги элементов по алго-
ритму, описанному в разделе «сортировка це-
лых без дубликатов». Полученная последова-
тельность рангов I = {i0, i1, .., in–1} является не-
упорядоченной последовательностью целых 
чисел с дубликатами. 

• Для полученной последовательности I 
рассчитываем ранги I' по алгоритму, описанно-
му в разделе «сортировка целых с дубликата-
ми». 

• Пересортировываем исходную последо-
вательность согласно рангам I', полученным на 
предыдущем шаге. 

 ДЕТАЛИ РЕАЛИЗАЦИИ 

Алгоритм ранговой сортировки реализован 
на языке C++ с использованием CUDA Toolkit 
3.2 на базе программы MOLKERN [15]. Реали-
зованы три версии алгоритма «1», «lg N» и «N»:  

• «1» версия, которая использует макси-
мальное доступное число потоков ядра (1024) 
таким образом, чтобы достичь временной слож-
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ности близкой O(1) на последовательностях до 
32 элементов; 

• «lg N» базовая версия, построенная на 
подходе «разделяй и властвуй» по аналогии 
с [10], с вычислительной сложностью O(log2N) 
для обработки последовательностей до 1024 
элементов; 

• «N» дополнительная версия, построен-
ная на полном парном сравнении всех элемен-
тов последовательностей с числом используе-
мых потоков равном числу элементов последо-
вательности, то есть с вычислительной сложно-
стью O(N) в исследуемом диапазоне. 

Дополнительная версия использована толь-
ко для сравнительной демонстрации временной 
сложности. Все версии алгоритма обрабатывают 
последовательности с длиной, равной 2k, где k – 
целое число. Операции reduce и transform были 
реализованы программным образом, при этом 
все данные для них размещались в разделяемой 
памяти. Так что для последовательностей дли-
ной менее 32 элементов временная сложность 
операции reduce в лучшем случае составляла 
O(log2N), а операции transform – O(1). В худшем 
случае для операции transform, поскольку для 
произвольных последовательностей нельзя га-
рантировать какой либо определенный порядок 
доступа к памяти, временная сложность могла 
составлять O(N), по причине наличия конфлик-
тов блоков при обращении к разделяемой памя-
ти. 

Время выполнения сортировки измерялось 
функциями тайминга, которые предоставляются 
SDK. Поскольку время измеряется на процессо-
ре общего назначения и включает в себя время 
загрузки/выгрузки ядра, то при замерах ядро 
принудительно выполнялось многократно (не 
менее 1000 раз), тем самым относительный 
вклад от времени загрузки/выгрузки ядра падал 
в 1000 раз. 

Для использованных примеров сортировки 
был написан выполняемый на ядре параллель-
ный генератор случайных чисел. Был использо-
ван алгоритм генерации случайных чисел Пар-
ка-Миллера [16]. Для уничтожения нежелатель-
ных корреляций между сериями случайных чи-
сел, генерируемых разными потоками, на ядро 
передавался массив  различных простых чисел 
для инициализации генераторов. Размерность 
массива совпадала с максимально возможным 
числом потоков на ядре. 

Расчеты выполнялись на процессоре Tesla 
C2050. Данный процессор может обеспечить 

1024 потоков на ядро. Таким образом, «1» вер-
сия алгоритма может показать время близкое к 
константному только для последовательностей с 
числом элементов не выше 32. При большем 
числе элементов в последовательностях его 
временная сложность является квадратичной 
O(N2). Дополнительная версия «N» алгоритма 
обладает линейной временной сложностью O(N) 
вплоть до числа элементов в последовательно-
сти, не превышающем максимально возможного 
числа потоков на ядро. При большем числе эле-
ментов данная версия обладает также квадра-
тичной временной сложностью O(N2). 

В реализации использовались следующие 
модификации, отличающие ее от алгоритма 
[11]: 

• внесено отображение вещественных чи-
сел (координаты молекул в ячейках) на корот-
кие целые;  

• полученное целое значение записывает-
ся в верхние 2 байта целого числа, а номер эле-
мента в последовательности записывается 
в нижние 2 байта. Данный прием ликвидирует 
косвенность обращения к данным при сорти-
ровке и позволяет избежать проблемы с сорти-
ровкой дубликатов [11], которые возникают 
в случае отображения разных вещественных 
чисел на одинаковые целые; 

• используется двухэтапный подход (соз-
дается план сортировки по базисным атомам 
молекулы и план сортировки используется для 
всех остальных атомов тех же молекул). 

Выполненная реализация алгоритма опти-
мизирована для случая длины последовательно-
стей в пределах 256 элементов, для последова-
тельностей длиной менее 32 элементов допол-
нительно исключена излишняя синхронизация 
между потоками. Тестирование выполнялось на 
коротких последовательностях элементов, дли-
ной не более 256 элементов. Выполнялось срав-
нение полученного алгоритма со стандартными 
алгоритмами сортировок из библиотеки CUDA 
SDK.  

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

Скорость работы разработанного алгоритма 
и эффективность полученной реализации срав-
нивалась с эффективностью работы различных 
сортирующих алгоритмов, предоставленных 
CUDA SDK. Эти алгоритмы включали в себя 
сортировку слиянием, radix сортировку и сорти-
рующие сети (битональную и четно-нечетную) 
[14]. Результаты сравнения в логарифмическом 
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масштабе приведены на рис. 2. Такое сравнение 
позволяет оценить качество реализации алго-
ритма ранговой сортировки и соответствие оце-
нок и реальных значений теоретической слож-
ности. 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Время сортировки 
последовательностей длиной до 32 (а)  

и 256 (б) элементов 

Сравнение времени работы сделано для трех 
вариантов «1», «lg N» и «N» алгоритма ранговой 
сортировки. Вариант «1» соответствовал реали-
зации, в которой использовались все доступные 
в ядре потоки, то есть 256 для Tesla C2050. Дан-
ный вариант эмулирует счет с временной слож-
ностью O(1). Вариант «N» является дополни-
тельным, в нем число используемых потоков 
соответствовало числу сортируемых элементов, 
он эмулирует вычисления с временной сложно-
стью O(N). И вариант «lg N» соответствует реа-
лизации, в которой используется свойство тран-
зитивности элементов и подход «разделяй 
и властвуй». Его временная сложность равна 
O(log2 N). Сравнение сделано для сортировки 
последовательностей длиной до 256 элементов 
и состоящей из вещественных чисел одинарной 
точности float.  

На рис. 2 видно, что варианты «N» и «lg N» 
показывают временную сложность, совпадаю-
щую с теоретической. Вариант «1» при длине 

последовательности до 32 элементов, то есть до 
той длины, когда все возможные 1024 потока 
могут быть использованы для расчета матрицы 
сравнений за «один» шаг, имеет наилучшее 
время выполнения, хотя его временная слож-
ность все же выше константной. При большем 
числе потоков данный вариант показывает 
квадратичную зависимость от числа элементов, 
но в любом случае в рассматриваемой области 
он оказывается эффективней варианта «N», хотя 
второй имеет линейную сложность. При обра-
ботке последовательности длиной 1024 элемен-
тов оба варианта «1» и «N» имеют равную про-
изводительность (данная точка не захватывается 
графиками). В целом вплоть до ~100 элементов 
время расчетов вариантом «1» алгоритма ранго-
вой сортировки сравнимо со временем работы 
прочих популярных алгоритмов сортировки. 

Несмотря на то, что алгоритм с «констант-
ной» временной сложностью показал наилуч-
шие результаты в области малых длин последо-
вательностей, эффект является незначительным, 
чтобы быть полезным для практических расче-
тов на данном этапе развития GPU устройств. 
Оптимальные, «ровные» и практически полез-
ные результаты в заданной области длин после-
довательностей демонстрирует «lg N» вариант 
алгоритма, построенный на подходе «разделяй 
и властвуй» и имеющий вычислительную слож-
ность O(log2 N). 

Графики показывают также, что качество 
реализации алгоритма соответствует общедос-
тупным библиотечным реализациям алгоритмов 
сортировки. Полученная реализация алгоритма 
ранговой сортировки (вариант «lg N») при сор-
тировке коротких последовательностей превос-
ходит почти втрое рассмотренные библиотеч-
ные алгоритмы. Исходя из того, что «lg N» ва-
риант ранговой сортировки по построению пол-
ностью аналогичен алгоритму MergeSort [10], 
разница в производительности связана только 
с адаптацией кода под специальный случай ко-
ротких последовательностей. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе проанализирована возможность 
портирования на платформу GPU алгоритма 
сортировки взаимодействий, использующегося 
в расчетах ближних невалентных взаимодейст-
вий в молекулярной динамике. Показано, что 
для данного алгоритма возможно преодоление 
его «узких мест», ограничивающих область его 
применимости, и связанных с сортировкой 
большого объема коротких последовательно-
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стей пар взаимодействующих атомов. Разрабо-
тана модификация алгоритма параллельной ран-
говой сортировки, специально адаптированая 
под случай последовательностей с длиной, не 
превышающей 256 элементов, требуемой мето-
дом. Проанализирована эффективность разных 
версий предложеного алгоритма, имеющих раз-
личную вычислительную и временную слож-
ность. Выполнено сравнение эффективности 
разработанного алгоритма с реализациями алго-
ритмов MergeSort, RadixSort, BitonicSort 
и OddEvenSort, представленными в библиотеке 
CUDA SDK, и в диапазоне длины последова-
тельностей, не превышающем 256 элементов, 
показана существенно (~3 раза) большая эффек-
тивность предложенного алгоритма. 
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