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Аннотация. Изучается задача формирования производственных групп с учетом назначения специали-
стов на работы при условии согласованности межличностных отношений и минимизации суммарных 
расходов. Построены математические модели с использованием аппарата теории графов и целочис-
ленного линейного программирования, описаны точные алгоритмы решения задачи. Разработан про-
граммный комплекс, на основе которого проведен экспериментальный анализ предложенных моде-
лей и алгоритмов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Вопросы управления персоналом, в частно-

сти задачи формирования производственных 

групп, являются весьма актуальными. Это обу-

словлено рядом причин, таких как появление 

новых компаний, развитие торговых сетей. При 

создании производственных групп приходится 

учитывать множество требований, касающихся 

назначения на должности, согласованности 

межличностных и иерархических отношений, 

ресурсных ограничений, качества и своевре-

менности выполнения работ, обеспечения усло-

вий труда и т. д. [1–6]. 

В первом разделе статьи приводится задача 

формирования производственных групп, в ко-

торой необходимо назначить специалистов на 

работы с учетом согласованности межличност-

ных отношений с целью минимизации суммар-

ных расходов. Для указанной задачи предложе-

ны теоретико-графовая постановка и модель 

целочисленного линейного программирования 

(ЦЛП). Отметим, что эта задача исследовалась в 

[1, 3]. Кроме того, изучались задачи формиро-

вания производственных групп с максимизаци-

ей числа комфортных отношений при отсутст-

вии напряженных отношений [5], а также зада-
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чи проектирования учебных групп [7]. Во вто-

ром разделе изложены алгоритмы комбинатор-

ного типа, а также гибридный алгоритм, осно-

ванный на использовании отсечений и пакета 

целочисленного линейного программирования 

CPLEX [8]. В следующем разделе приводится 

информация о разработанном нами программ-

ном комплексе, перечислены его основные 

функциональные возможности. Далее описыва-

ются результаты экспериментальных исследо-

ваний по применению предложенных алгорит-

мов для решения прикладных задач и их срав-

нению на задачах со случайными исходными 

данными. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

В этом разделе приводится постановка зада-

чи формирования производственных групп 

(обозначим ее P) и предлагаются соответст-

вующие математические модели. Предположим, 

что предприятие планирует образовать произ-

водственную группу при условии наличия на 

рынке труда определенного множества претен-

дентов, число которых не меньше количества 

имеющихся работ. Любому претенденту может 

быть назначено не более заданного числа работ, 

причем каждая из них должна выполняться 

только одним специалистом. Известны расходы 
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на оплату труда претендентов. Кроме того, не-

обходимо учесть межличностные отношения в 

коллективе: претенденты с напряженными от-

ношениями не допускаются к выполнению ра-

бот, предполагающих их взаимодействие. Тре-

буется сформировать производственную группу 

с учетом указанных выше условий так, чтобы 

суммарные расходы средств, затрачиваемых на 

ее содержание, были минимальными [1, 3]. 

Пусть имеется n специалистов и m работ. 

Введем следующие обозначения:  

I = {1, ..., n}; J = {1, ..., m}; 

i – номер претендента, i  I;  

j – номер работы, jJ, m ≤ n;  

Ji – множество работ для специалиста i, i  

I; 

Ij – множество претендентов, допускаемых к 

выполнению работы j, j  J;  

di  – максимальное количество работ, кото-

рые могут быть назначены специалисту i, i  I;  

матрица C = (cij), элементы которой cij – 

размер оплаты труда специалиста i при выпол-

нении им работы j, i  I, j  Ji. 

Далее нам потребуется следующее опреде-

ление. Пусть специалист i1 претендует на работу 

j1, а специалист i2 – на работу j2. Межличност-

ные отношения <(i1, j1), (i2, j2)> называются несо-

гласованными, если для работ j1, j2
 
необходимо 

взаимодействие специалистов при их выполне-

нии, а отношения между претендентами i1, i2 

рассматриваются как напряженные. Обозначим 

через W множество всех несогласованных от-

ношений между специалистами. 

Определим граф G = (V, E), где 21 VVV  , 

21 EEE   и 22212 EEE   такие, что 

V1 = {1, ..., n} – множество вершин, соответ-

ствующих специалистам на включение в произ-

водственную группу; 

V2 = {1, ..., m} – множество вершин, отве-

чающих имеющимся работам; 

E1  {(i, j): i  V1, j  V2}: дуга (i, j) содер-

жится в E1, если претенденту i может быть на-

значена работа j, каждой дуге присвоен вес cij; 

E21  {(i, j): i, j  V1, i ≠ j}: ребро (i, j) при-

надлежит множеству E21, если между претен-

дентами i, j неблагоприятные для совместной 

деятельности отношения;  

E22  {(i, j): i, j  V2, i ≠ j}: ребро (i, j) со-

держится в E22, если работы i, j связаны в произ-

водственном процессе. 

Задача оптимизации P заключается в выборе 

множества дуг E’  E1, сумма весов которых 

минимальна и при этом выполняются следую-

щие условия: 

– все вершины из множества V2 инцидентны

E’, причем их степень равна 1 в порожденном 

множеством ребер E’ подграфе G’ графа G; 

– если вершина i  V1 и инцидентна E’, то ее

степень не больше di в подграфе G’, i  I; 

– если (i1, j1)  E’, (i2, j2)E’ и (i1, i2)  E21, то

2221 ),( Ejj  ; 

– если (i1, j1)  E’, (i2, j2)  E’ и (j1, j2)  E22,

то 2121 ),( Eii  .

Для задачи P нами построена модель цело-

численного линейного программирования. Пе-

ременные задачи: xij = 1, если специалист i вы-

полняет работу j, xij = 0 – в противном случае, i 

 I, j  Ji. 

Модель ЦЛП имеет вид: 

min
 Ii Jj

ijij

i

xc  (1) 

при условиях 

,, Iidx i

Jj

ij

i




 (2) 

,,1 Jjx

jIi

ij 


 (3) 

    ,,,,,1 Wrkjixx krij   (4) 

.,},1,0{ iij JjIix   (5) 

Отметим, что задача P   является NP-

трудной [1]. 

2. ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ

АЛГОРИТМОВ 

Для решения задачи P  нами предложен 

комбинаторный алгоритм (обозначим его CA), в 

котором решение исходной задачи сводится к 

решению последовательности задач о назначе-

ниях (ЗН). В основе данного алгоритма лежат 

процедуры ветвления и построения оценок зна-

чений целевой функции для текущих задач. От-

метим, что алгоритм является модификацией 

алгоритма, предложенного нами в [1]. Если ра-

боты j, rJ связаны в производственной дея-

тельности, а отношения между претендентами i, 

kI напряженные, то условия xij + xkr ≤ 1, 

xir + xkj ≤ 1 входят в систему неравенств (4). 

В алгоритме, описанном в [1], ветвление осуще-

ствляется по каждому из них. Потребуем, чтобы 

в CA задача делилась на две подзадачи следую-

щим образом: для одной xij = 0, xir = 0, для дру-

гой xkj = 0, xkr = 0. Отметим, что при таком раз-

биении неравенства (4) выполняются и допус-

тимые решения задачи P не исключаются. Пусть 

p(|V|) – трудоемкость некоторого алгоритма ре-

шения ЗН. Вычислительная сложность алгорит-
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ма CA равна O(p(|V|) 2
|W| / 2

) и эта оценка дости-

гается. 

Для точного решения задачи P нами пред-

ложен также гибридный алгоритм (обозначим 

его CUT), основанный на использовании отсе-

чений и пакета CPLEX. Идея алгоритма CUT 

состоит в том, что на каждой итерации к теку-

щей ЗН (1)–(3), (5) добавляются некоторые из 

нарушенных ограничений системы (4). 

Опишем алгоритм CUT по шагам. 

Шаг 0. Пусть текущая задача представляет 

собой задачу о назначениях (1)–(3), (5) без учета 

ограничений из (4). 

Шаг 1. Находим оптимальное решение те-

кущей задачи. Если оно существует, переходим 

на шаг 2, иначе – на шаг 4. 

Шаг 2. Если для решения, полученного на 

шаге 1, нарушено хотя бы одно ограничение из 

(4), то добавляем некоторые из таких ограниче-

ний к текущей задаче, идем на шаг 1, иначе – на 

шаг 3.  

Шаг 3. Решение текущей задачи является 

оптимальным решением задачи (1)–(5). 

Шаг 4. Задача P не имеет допустимых ре-

шений. 

Отметим, что на шагах 3, 4 алгоритм CUT 

заканчивает свою работу. На шаге 2 допускает-

ся варьирование числа добавляемых к текущей 

задаче нарушенных ограничений и стратегий их 

выбора. На шаге 1 для сокращения времени ре-

шения указанных задач ЦЛП мы использовали 

пакет CPLEX. 

Опишем стратегии сортировки дополни-

тельных ограничений (4), которые запускаются 

после каждой итерации алгоритмов (обозначим 

их AIS1, AIS2). Для каждого элемента <(i1, j1), 

(i2, j2)>  W подсчитываем, сколько раз пара  

(i1, j1) встречается в других ограничениях систе-

мы (4), то же самое делаем для пары (i2, j2). Ве-

сом нарушенного неравенства, соответствую-

щего <(i1, j1), (i2, j2)>  W, в случае сортировки 

AIS1 будем считать сумму этих двух чисел, а 

для AIS2 – максимальное из этих чисел. Вес вы-

полненных ограничений по умолчанию равен 0. 

Располагаем все неравенства из (4) в порядке 

невозрастания весов. 

3. ОПИСАНИЕ КОМПЛЕКСА

ПРОГРАММ 

С целью проведения экспериментальных ис-

следований, а также создания удобного инстру-

мента для специалиста, рассмотренные алго-

ритмы были реализованы в виде программного 

комплекса, обозначим его Group_Form. Прило-

жение Group_Form разработано в среде 

Microsoft Visual Studio 2010, интерфейс реали-

зован на языке C#, алгоритмы – на языке C++ и 

собраны в библиотеку DLL. Решение задачи 

иллюстрируется на графе, для отображения ко-

торого используется библиотека с открытым 

кодом Graph# [9]. Для решения задач пакетом 

CPLEX их модели ЦЛП записываются в системе 

моделирования GAMS. 

Кроме того, реализованы следующие воз-

можности:  

– генерирование серий задач по указанному

пути в файлы специального формата; 

– решение серий задач с сохранением ре-

зультатов расчетов в файл; 

– применение для решения задачи алгорит-

мов CA, CUT и пакета CPLEX; 

– ограничение времени счета выбранного

алгоритма и нахождение приближенного реше-

ния задачи. 

Для выполнения этих процедур требуется 

указать значения входных параметров. По окон-

чанию тестирования серий задач на экран выво-

дятся следующие данные по каждому из запу-

щенных алгоритмов: число задач, среднее время 

решения задач, время решения наиболее трудо-

емкой и самой «легкой» задач. Полученные ре-

зультаты также сохраняются в файле, который 

автоматически создается в указанной папке. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО

ЭКСПЕРИМЕНТА 

На основе программного комплекса 

Group_Form проведен вычислительный экспе-

римент, цель которого заключалась в исследо-

вании предложенных алгоритмов в зависимости 

от значения входных параметров задачи P, а 

также в сравнении с пакетом CPLEX. В качестве 

тестовых использовались задачи со случайными 

исходными данными. Расчеты проводились на 

компьютере с процессором Intel(R) Core(TM)2 

Duo CPU T6600 @2.20GHz. 

Для проверки статистической значимости 

различий между алгоритмами применялся тест 

Вилкоксона [10]. 

Введем необходимые обозначения. Пусть A, 

B – некоторые алгоритмы, AT(A) – среднее вре-

мя счета в секундах алгоритма A. Далее будем 

использовать величину относительного откло-

нения по времени решения 
A

BAT )(  алгоритма B 

от алгоритма A, которая определяется следую-

щим образом: ).(/))()(()( AATBATAATA
BAT   

Тестовые примеры были получены с помо-

щью процедуры генерации с входными дан-

ными: число специалистов – |V1|, работ – |V2|, 

напряженных межличностных отношений – 
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|E21|, пар связанных работ – |E22|, а также ниж-

ние и верхние границы величин зарплаты спе-

циалистов. Задачи при фиксированных значени-

ях указанных параметров образовывали серии. 

Рис. 1. Среднее время решения задач алгоритмами CA, CA1, CA2 и пакетом CPLEX 

Рис. 2. Среднее время решения задач алгоритмом CA и пакетом CPLEX 
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Всего было решено 75 серий задач, каждая 

из которых содержала по 50 задач. В сериях 

S1÷S13 число специалистов и работ было по 50, 

напряженных отношений – 10, а количество пар 

связанных работ варьировалось от 10 до 150; в 

S14÷S17 число специалистов и работ равнялось 

50, а мощность множеств E21 и E22 изменялась от 

50 до 200; в S18÷S20 со 100 специалистами и 

работами количество напряженных отношений 

равнялось 100, а пар связанных работ 100, 200, 

500; в сериях S21÷S73 число специалистов и 

работ равнялось 500, а |E21| и |E22| изменялись 

от 100 до 1000; в S74, S75 также рассматрива-

лась квадратная матрица C размерности 1000. 

Во всех задачах предполагалось, что минималь-

ный размер оплаты труда специалистов равен 1, 

максимальный – 100. 

Выше были описаны некоторые стратегии 

сортировки дополнительных ограничений. Вве-

дем обозначения для алгоритма CA и его моди-

фикаций с учетом этих стратегий: CA1 – это ал-

горитм CA с учетом AIS1; CA2 – это алгоритм 

CA с применением AIS2. 

Отметим, что использование AIS1, AIS2 

привело к тому, что время решения алгоритмом 

CA уменьшилось и стало сравнимым со време-

нем решения пакетом CPLEX (примерно 2 се-

кунды) на сериях S1÷S13 (см. рис. 1). В среднем 

время работы алгоритма CA сокращалось на 

20 %, в лучшем случае – на 60 % на сериях 

S14÷S75. По результатам вычислений можно 

сделать вывод о том, что не следует использо-

вать сортировки, когда число дополнительных 

ограничений невелико.  

Расчеты показали, что алгоритм CA обладал 

преимуществом по времени счета перед моду-

лем CPLEX на сериях задач S14÷S75 (рис. 2). 

Установлено, что CA находил оптимальное ре-

шение задачи P быстрее в случае, если число 

напряженных отношений и пар связанных работ 

были достаточно велики и при этом разрыв по 

дополнительным ограничениям оптимального 

значения целевой функции задачи P и ЗН являл-

ся небольшим. 

Кроме того, проведено тестирование алго-

ритма CUT на сериях задач S14÷S75. При этом в 

CUT варьировалось число добавляемых нера-

венств типа (4) и применялись некоторые стра-

тегии выбора этих ограничений. Гибридный ал-

горитм CUT с использованием сортировок AIS1, 

AIS2 оказался в отдельных случаях быстрее па-

кета CPLEX на 20 %. 

Результаты вычислительного эксперимента 

подтверждают целесообразность разработки 

комбинаторных и гибридных алгоритмов, а 

также их модификаций для задач формирования 

производственных групп. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрена постановка задачи 

формирования производственных групп при 

условии назначения специалистов на работы и 

согласованности межличностных отношений с 

целевой функцией, состоящей в минимизации 

суммарных расходов. Построены соответст-

вующие теоретико-графовая модель и модель 

целочисленного линейного программирования. 

Предложены точные алгоритмы решения зада-

чи, разработан программный комплекс. Прове-

ден вычислительный эксперимент, который по-

казал перспективность применения указанных 

моделей и реализованных алгоритмов в систе-

мах поддержки принятия решений.  
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