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Аннотация. Предложен и протестирован программный алгоритм ускорения счета системы уравнений 
мелкой воды  на параллельных компьютерах с распределенной памятью. Алгоритм базируется на оп-
тимизации объема вычислений, межпроцессорных обменов и количества пересылаемой информации, 
которая позволяет значительно улучшить масштабируемость вычислительного кода. Проведенные тес-
ты показывают, что алгоритм с перекрытиями дает существенные преимущества при счете на доста-
точно большом (для данных размеров задачи) числе ядер, когда на ускорение сильное влияние начи-
нают оказывать коммуникационные задержки. Алгоритм реализован в рамках работы одного из бло-
ков параллельной вихреразрешающей модели Мирового океана. Статья рекомендована к публикации 
программным комитетом Международной суперкомпьютерной конференции "Научный сервис в сети 
Интернет: экзафлопсное будущее".  

Ключевые слова: уравнения мелкой воды; явные схемы; алгоритм с перекрытиями; массивно-
параллельные приложения; MPI. 

ВВЕДЕНИЕ 

Появление петафлопных и терафлопных 

компьютеров открыло беспрецедентные воз-

можности для решения сложных, многокомпо-

нентных задач с высоким разрешением на 

больших пространственных масштабах. 

В частности, в исследованиях межгодовых и 

климатических изменений состояния Мирового 

океана стало возможным построение вихрераз-

решающих глобальных моделей с шагом       

5–10 км. В опубликованных недавно работах по 

исследованию глобального океана [1] и систем 

оперативной океанологии [2] с применением 

Работа поддержана грантами РФФИ 12-05-31317-

мол_а, 12-05-01155-а, 13-05-01141-а, стипендией 

Президента РФ для аспирантов № 136 (28/02/2013), 

проектом Программы фундаментальных  исследова-

ний Президиума РАН № 23, грантом Министерства 

образования и науки по договорам №№ 8344 

(17/08/2012) и 8328. 

моделей с горизонтальными шагами 1/10 граду-

са и менее показана возможность реалистичного 

воспроизведения широкого спектра пространст-

венно-временной изменчивости океана. В то же 

время для исследований климата в основном 

используются модели Мирового океана на по-

рядок более грубым разрешением, равным 

0,5–1° [3]. Поэтому актуальной является задача 

создания вычислительно эффективных моделей, 

способных вести на вихреразрешающих сетках 

исследования климата Мирового океана, пред-

полагающие интегрирование системы на 

100–1000 лет. 

В данной работе мы рассмотрим примене-

ние алгоритма с перекрытиями для решения 

системы уравнений мелкой воды, которая явля-

ется частью многих трехмерных моделей дина-

мики Мирового океана, в том числе и модели, 

разрабатываемой в Институте вычислительной 

математики РАН и Институте океанологии им 

П. П. Ширшова РАН [4, 5]. Система трехмерных 
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 уравнений крупномасштабной динамики океана 

описывает спектр движений с большим диапа-

зоном характерных скоростей: скорости течений 

и бароклинных гравитационных волн составля-

ют 1–3 м/с; скорости баротропных гравитаци-

онных волн составляют 30–200 м/с. Применение 

явного метода аппроксимации нестационарных 

уравнений приводит к необходимости удовле-

творить условию Куранта для всего диапазона 

описываемых системой уравнений волн, вклю-

чая баротропные гравитационные волны. Наи-

более значимые процессы (на настоящем уровне 

наших знаний) для климатических явлений в 

океане определяются течениями и бароклинны-

ми волнами. Способом обойти жесткое ограни-

чение на шаги по времени является разделение 

решения системы уравнений динамики океана 

на бароклинные, сравнительно медленные дви-

жения, и баротропные, быстрые движения [6]. 

Система уравнений для баротропных движений 

получается путем интегрирования исходной 

трехмерной системы по вертикали, в результате 

мы получаем систему уравнений мелкой воды, 

которую решаем с шагом по времени, меньшим 

на один-два порядка по сравнению с шагом по 

времени для решения трехмерных уравнений 

для бароклинных движений. 

Уменьшение шага по времени соответствует 

увеличению числа итераций цикла решения 

системы уравнений мелкой воды, что, за счет 

необходимости межпроцессорных обменов на 

каждой итерации, ведет к тому, что простейшая 

явная схема решения уравнения мелкой воды 

становится узким местом программы с точки 

зрения параллельной реализации. 

Данная проблема отмечена, например, в ра-

боте [7]. Авторы использовали одномерное раз-

биение области и 3 типа обмениваемых данных 

между ядрами-соседями,  что соответствует 6 

сообщениям за один шаг цикла. Они получили 

очень низкое ускорение и связали результаты с 

большим числом межпроцессорных обменов 

(21600 сообщений за 3600 шагов по времени). 

В следующем эксперименте авторы попыта-

лись решить проблему коммуникаций за счет 

перекрытия вычислений и обменов. Они рас-

считывали приграничные ячейки, асинхронно 

отправляли их, и затем досчитывали внутрен-

нюю область. В конце шага проверяли, что все 

обмены завершились, и выполняли следующую 

итерацию цикла. Данный метод также не принес 

существенно лучших результатов ускорения, к 

тому же усложнил код. 

Другой метод был предложен в работе [8]. 

Авторы предлагают использовать параллельный 

метод коллокаций и тестируют его на примере 

решения системы уравнений мелкой воды. Од-

нако их метод, хотя и дает суперлинейное уско-

рение для небольшого (меньшего 8) числа про-

цессоров, авторы отмечают, что при дальней-

шем увеличении процессорной решетки затраты 

на коммуникации будут быстро расти. Уже на 

16 ядрах ускорение падает в 4 раза по сравне-

нию с результатами на 8 ядрах. 

Важно отметить, что процедура решения 

системы уравнений мелкой воды является ча-

стью трехмерной модели Мирового океана. Ис-

пользуемые в процедуре массивы значений раз-

личных функций подчиняются двумерной де-

композиции области, используемой во всей мо-

дели для всех глобальных массивов. Поэтому 

использование неявного метода решения или 

сложного метода декомпозиции области (при-

мер такого метода в работе [9]) приведет к не-

тривиальным обменам данными между вычис-

лительными ядрами, которые затронут еще и 

массивы внешних для процедуры решения сис-

темы уравнений мелкой воды модельных вели-

чин. Это приведет к дополнительным обменам и 

существенному усложнению идеи естественно-

го параллелизма. 

В данной работе мы рассматриваем приме-

нение алгоритма с перекрытиями для решения 

системы уравнений мелкой воды на параллель-

ных компьютерах с распределенной памятью. 

Алгоритм базируется на оптимизации вычисле-

ний, пересылок и объема пересылаемой инфор-

мации. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Система уравнений мелкой воды выводится 

из трехмерной системы уравнений крупномас-

штабной динамики океана путем интегрирова-

ния уравнений по вертикали [10]: 
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Здесь U, V – проинтегрированные по верти-

кали (баротропные) потоки,   – уровень океана, 

f – сила Кориолиса, g – ускорение свободного 

падения, H – глубина океана, , ,U VR R R
 – чле-

ны источника. 
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РАЗНОСТНАЯ СХЕМА 

Для решения системы применим явную 

схему аппроксимации по времени: 
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где p – целочисленный момент времени для ин-

тегрирования баротропной системы с времен-

ным шагом  ;   – оператор разностного диф-

ференцирования. Разрешим уравнения относи-

тельно 
1,p 

 
1pU 

, 
1pV 
: 

1 ( ) ,p y x p p

x yU V R           

1 1( ) ,p y p U p p

xU gH R U fV           

1 1( ) .p x p V p p
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Решение ищется с шагом t    на временном 

интервале 2 : ; 2l lt t t t     , где
lt  – момент 

времени на временной сетке решения 3-мерной 

модели океана. Количество шагов интегрирова-

ния равно 2 pl , где /pl t   .  

Начальные условия: 

0 0 0, , .p l p l p lU U V V        

ПРЯМОЙ АЛГОРИТМ 

Прямой алгоритм вычисления решения на 

параллельных компьютерах с распределенной 

памятью состоит в последовательном расчете по 

формулам и обмене данными с соседними вы-

числительными ядрами.  

Одномерный по пространству вариант про-

странственно-временной сетки изображен на 

рис. 1. Шаги по времени отсчитываются по вер-

тикальной оси, по горизонтали отложены узлы 

одномерной по пространству сетки. Пусть рас-

четная область  в соответствии с декомпозицией 

области состоит из K  подобластей. Рассмотрим 

k-ю подобласть, 1,k K , соответствующую    

k-му вычислительному ядру. Предположим, что 

размеры подобластей одинаковы и равны n . 

Для примера возьмем n = 5. В соответствии с 

прямым алгоритмом решение в черных узлах  

рассчитывается на соседних (k–1, k+1) ядрах и 

пересылаются на k-е ядро с помощью межпро-

цессорных обменов, решение в серых узлах рас-

считываются на k-м ядре. На рисунке изображе-

ны первые 6 шагов алгоритма. Здесь использу-

ется естественная схема счета – 1 шаг по време-

ни / 1 межпроцессорный обмен: 

• Шаг 1. Момент времени p. Получение с по-

мощью межпроцессорного обмена значений 

массивов в приграничных ячейках. 

• Шаг 2. Интегрирование системы уравнений

на один шаг по времени, явное вычисление не-

известных 
1 1 1, ,p p pU V   

по формулам для n 

точек подобласти.  

Рис. 1. Схема работы прямого алгоритма на примере 

одномерной сетки  

Тестовые расчеты по прямому алгоритму 

проводились для массивов следующих разме-

ров: 2880×1440 и 4320×2160 (или 4,1×10
6
 и 

9,3×10
6
 точек), что соответствует сеткам в ши-

ротно-долготной системе координат с разреше-

нием 1/8 и 1/12 градуса для Мирового океана. 

Расчет велся на 57600 и 86400 шагов соответст-

венно. Разбиение на подобласти двумерное рав-

номерное.  

Расчеты проводились на суперкомпьютере 

МВС-100К, входящем в состав Межведомст-

венного суперкомпьютерного центра РАН 

(www.jscc.ru). 

Вычислительные мощности суперкомпью-

тера состоят из 1460 вычислительных модулей 

(11680 процессорных ядер). Базовый вычисли-

тельный модуль  МВС-100К представляет собой 

сервер HP Proliant, содержащий два четырех-

ядерных микропроцессора Intel Xeon, работаю-

щих на частоте 3 ГГц на 8 Гб оперативной па-

мяти. Вычислительные модули связаны между 

собой высокоскоростной коммуникационной 

сетью Infiniband DDR, транспортной и управ-

ляющей сетями Gigabit Ethernet. 
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Рис. 2. Масштабируемость прямого алгоритма решения системы уравнений мелкой воды 

для двух размеров сеток 

График ускорения работы прямого алгорит-

ма относительно числа вычислительных ядер 

для двух сеток приведен на рис. 2. Число вы-

числительных ядер для первой сетки равнялось 

128, 288, 512, 800, 1800, 2592; для второй – 288, 

512, 800, 1800, 2592, 4608.  

Отметим следующие характеристики мас-

штабируемости прямого алгоритма. Во-первых, 

значительный рост ускорения на 288, 512 и 512, 

800 вычислительных ядрах для соответствую-

щих размеров сеток. Дело в том, что ускорение 

отсчитывается от минимального числа вычис-

лительных ядер (128 и 288), когда массивы дан-

ных еще не полностью используют возможно-

сти кэш-памяти. По мере роста числа ядер раз-

меры подобластей уменьшаются, что ведет к 

более эффективному использованию кэш-

памяти и появлению суперлинейного ускоре-

ния. Во-вторых, падение ускорения при увели-

чении числа вычислительных ядер, начиная с 

512 и 1800 соответственно. Поскольку размеры 

подобластей, а значит и объемы вычислений, 

продолжают уменьшаться, увеличение времени 

решения задачи происходит из-за увеличения 

коммуникационных задержек.  

Решение системы уравнений мелкой воды 

является частью решения трехмерной модели 

динамики океана. При этом линейная масшта-

бируемость модели океана за исключением сис-

темы уравнений мелкой воды сохраняется при 

количестве вычислительных ядер значительно 

больших, чем для системы уравнений мелкой 

воды. Поэтому естественным образом встала 

задача оптимизации вычислений и пересылок 

при решении системы уравнений мелкой воды 

так, чтобы сохранить масштабируемость всего 

кода модели динамики океана. Очевидный под-

ход состоит в том, чтобы уменьшить количество 

пересылок, не изменяя порядка вычислений и 

сохраняя двумерную декомпозицию расчетной 

области. 

АЛГОРИТМ С ПЕРЕКРЫТИЯМИ 

Идея алгоритма с перекрытиями хорошо ил-

люстрируется геометрически. Если рассмотреть 

прямую схему решения на k-м вычислительном 

ядре, то она будет иметь вид столба, составлен-

ного из усеченных пирамид, высотой в 1 шаг по 

времени. Задача состоит в том, чтобы найти ре-

шение в n серых точках на некоторый момент 

времени. Теперь увеличим высоту каждой усе-

ченной пирамиды, сохранив ширину верхней 

грани в n узлов и соответственно увеличив 

нижнее основание.  

Рис. 3. Схема работы алгоритма 

с перекрытиями на примере одномерной 

сетки  

Введем числовой параметр q, обозначаю-

щий количество ячеек, на которое будет увели-

чена одномерная область в каждом направле-

нии.  
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Рис. 4. Масштабируемость алгоритма с перекрытиями решения системы уравнений мелкой воды 

для двух размеров сеток 

Заменим прямой алгоритм решения, а имен-

но: 1 шаг по времени / 1 межпроцессорный об-

мен на схему q шагов по времени / 1 межпро-

цессорный обмен. В этом случае решаются те же 

уравнения, но на расширенной на q ячеек облас-

ти, и с каждым шагом эта область сужается на 

одну ячейку по обоим направлениям. 

На рис. 3 приведен пример работы нового 

алгоритма. Решение в черных узлах по-

прежнему рассчитывается на соседних         

(k – 1, k + 1) ядрах и пересылаются на k-е ядро 

с помощью (теперь расширенных) межпроцес-

сорных обменов, решение в серых узлах рассчи-

тывается на k-м ядре. На рисунке сделано 2 ша-

га алгоритма, то есть опять рассчитаны 6 шагов 

временного цикла. Алгоритм сейчас выглядит 

так: 

• Шаг 1. Момент времени p. Получение с по-

мощью межпроцессорного обмена значений 

массивов в q (для примера q = 3) приграничных 

ячейках. 

• Шаг 2. Интегрирование системы уравнений

на один шаг по времени, явное вычисление не-

известных 
1 1 1, ,p p pU V   

по формулам для 

2 2 1n q     точек подобласти. 

• Шаг 1+2. Интегрирование системы уравне-

ний на один шаг по времени, явное вычисление 

неизвестных 
2 2 2, ,p p pU V   

по формулам для 

2 2 2n q     точек подобласти. 

... 

• Шаг 1+q. Интегрирование системы уравне-

ний на один шаг по времени, явное вычисление 

неизвестных , ,p q p q p qU V   
по формулам для  

2 2n q q     точек подобласти. 

В результате через q шагов область, в кото-

рой рассчитано решение, сузится до размера 

подобласти для k-го вычислительного ядра. Да-

лее отрабатывает обменная процедура, вычис-

лительное ядро опять получает расширенную 

область и цикл повторяется. То есть, увеличивая 

расчетную область на q точек в каждом направ-

лении, мы уменьшаем число обменов в q раз. 

Несмотря на то, что при межпроцессорном об-

мене объем пересылаемой информации увели-

чивается в q раз, пересылка 1 раз 2q чисел зна-

чительно экономичнее, чем q раз по 2 числа. 

Очевидно, прямой алгоритм можно рассматри-

вать как алгоритм с перекрытиями с параметром 

q, равным 1. 

Алгоритм прямо переносится на двумерный 

случай. Если размер подобласти, соответст-

вующей k-му вычислительному ядру, равен 

1 2n n , то межпроцессорные обмены должны 

обеспечить заполнение массива размером 

1 2( 2 ) ( 2 )n q n q      на временном шаге p. 

Процедура межпроцессорных обменов в дву-

мерном случае будет несколько сложнее. Про-

грамма решения системы уравнений на парал-

лельном компьютере с распределенной памятью 

по быстрому алгоритму будет выглядеть так: 

do p=1,pl/q 

call send_receive  (n+2q data) 

do pq=q,1,-1 

calculate u,v,eta 

end do 

end do 

Алгоритм с перекрытиями тестировался с 

теми же параметрами задачи. Параметр расши-

рения подобласти q брался равным 10. Ускоре-

ние времени решения системы уравнений мел-

кой воды алгоритмом c перекрытиями относи-

тельно времени решения системы прямым алго-
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ритмом на 128 и 288 вычислительных ядрах 

представлено на рис. 4. Для сравнения более 

тонкими линиями обозначены результаты уско-

рения начальной версии, приведенные на рис. 2.  

По графику можно отследить несколько 

тенденций. Во-первых, прямой алгоритм дает 

лучшие результаты на небольшом числе про-

цессоров. Это логично, так как алгоритм с пере-

крытиями использует массивы, расширенные на 

10 ячеек в каждом направлении. Для небольшо-

го числа процессоров, когда коммуникационные 

задержки еще невелики, это ведет к увеличению 

расчетной области и соответствующему росту 

времени вычислений. По этой же причине уско-

рение отсчитывается от времени работы на-

чальной версии, чтобы искусственно не завы-

шать показатели. 

Поэтому для максимального ускорения на 

всех размерах процессорных решеток можно до 

некоторого числа процессоров использовать 

значение q, равное 1, а далее увеличивать q. Хо-

тя нас больше интересуют результаты в правой 

части графика, так как модель Мирового океана 

с хорошим разрешением требует значительных  

вычислительных мощностей. 

Во-вторых, ясно, что при минимальном чис-

ле процессоров, от которых отсчитывается ус-

корение, данные не полностью используют воз-

можности кэш-памяти. Вследствие этого даль-

нейшее уменьшение областей  при отсутствии  

коммуникационных проблем ведет к значитель-

ному росту ускорения. 

ВЫВОДЫ 

В работе предложен и протестирован про-

граммный алгоритм ускорения времени счета 

системы уравнений мелкой воды на параллель-

ных компьютерах с распределенной памятью. 

Результаты ускорения представляются удовле-

творительными. Метод был введен в разрабаты-

ваемую нами модель Мирового океана, где так-

же показал хорошие результаты. 

Тесты показывают, что предложенный под-

ход позволяет существенно ускорить решение 

задачи по сравнению с прямым алгоритмом. По 

всей вероятности, близкая к линейной масшта-

бируемость кода может быть продлена как ми-

нимум до 10–20 тыс. вычислительных ядер. Мы 

планируем проверить это в ближайшем буду-

щем для более мелких пространственных сеток. 

Применение алгоритма с перекрытиями 

обосновано лишь в функциях, по своей структу-

ре перенасыщенных обменными процедурами. 

То есть замена всех явных схем в программе 

описанным образом приведет к неоправданному 

усложнению кода и вряд ли повысит эффектив-

ность, так как в крупных моделях между функ-

циями межпроцессорной коммуникации содер-

жится достаточное количество локальных вы-

числений и обмены в этом смысле довольно 

редки. А вот для функций вида шаг–обмен, где 

под шагом подразумевается вычисление не-

скольких потоков и операторов, метод может 

дать существенные результаты. Особенно при 

использовании большого числа процессоров, 

что становится необходимостью при разработке 

современных глобальных моделей высокого 

пространственного разрешения. 

Алгоритм с перекрытиями представляет ин-

терес и в дальнейшем развитии модели Мирово-

го океана, связанной с созданием глобальной 

модели Земной системы [11]. В одном из за-

ключительных пунктов конференции по созда-

нию глобальных систем Coupling Technologies 

for Earth System Modeling: Today and Tomorrow 

[12] были отмечены некоторые условия, дик-

туемые наступающей экзафлопной эрой, а 

именно: ограничение памяти одного процессор-

ного элемента, неоднородность вычислитель-

ных ресурсов (разделение их на классические 

CPU и графические GPU), повышение стоимо-

сти межпроцессорных обменов вследствие зна-

чительного роста общего числа ядер при сохра-

нении текущей скорости интерконнекта. В связи 

с этим было предложено ограничить внутримо-

дельные обмены как раз за счет перекрывающих 

избыточных вычислений, что в условиях боль-

шого числа ядер и медленной сети позволяет 

избежать падения ускорения. 
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