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Аннотация. Построено вероятностное представление решений задачи Коши для 
уравнений колебания струны, колебания мембраны и колебательных процессов в 
сплошных средах (звуковые волны). Основным достижением является применение 
простой техники равномерно распределенных случайных величин. Решения пред-
ставлены в виде математических ожиданий функций от равномерно распределенных 
случайных величин. С помощью найденной в явном виде функции Грина для уравне-
ния колебания ограниченной струны получены вероятностные представления реше-
ний краевых задач. 

Ключевые слова: волновое уравнение; равномерно распределенные случайные ве-
личины; функция Грина; вероятностные представления решений. 

ВВЕДЕНИЕ 

В стохастическом исчислении хорошо 

известна связь [1] между решениями стоха-

стических дифференциальных уравнений 

Ито (в дальнейшем: СДУ) и параболиче-

скими и эллиптическими уравнениями: 

например, в «хороших случаях» решение 

СДУ служит моделью эволюции диффунди-

рующей частицы, в то время как среднее в 

каждый момент времени по всем частицам, 

то есть математическое ожидание, является 

решением параболического уравнения, опи-

сывающего явление диффузии или распро-

странения тепла. Следствием этого факта 

является, например, метод Монте-Карло [2], 

позволяющий находить из этих соображе-

ний приближенные решения уравнений па-

раболического и эллиптического типов. 

В статье [3] была сделана попытка рас-

пространения этой теории на случай волно-

вых уравнений и получено вероятностные 

представление решений первой краевой за-

дачи для уравнения колебания ограничен-

ной струны. Однако построенное в этой ра-

боте вероятностное представление решений 

первой краевой задачи дано в терминах 

обобщенных случайных процессов, которые 

представляют собой достаточно сложную 

математическую конструкцию, а получен-

ное представление не допускает никакой 

физической интерпретации. 

В настоящей работе с применением 

весьма простого математического аппарата 

получено вероятностное представление ре-

шений волновых уравнений, как с началь-

ными, так и с краевыми условиями. Суще-

ственно, что оказалось достаточно приме-

нения очень простой техники равномерно 

распределенных случайных величин вместо 

обобщенного случайного процесса. Кроме 

того, нам понадобился явный вид функции 

Грина для уравнения колебаний ограничен-

ной струны, который обычно приводится в 

виде ряда. 

ЗАДАЧИ КОШИ 

ДЛЯ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Рассмотрим задачу Коши для волново-

го уравнения 
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,0,>),,(=),( 2 Ryttyuatyu yytt  (1) 

).(=,0)(),(=,0)( yyuyyu t   (2) 

В дальнейшем всюду предполагается, 

что все начальные и краевые условия явля-

ются достаточно гладкими функциями, по-

этому решения рассмотренных ниже урав-

нений понимаются в классическом смысле. 

Пусть на вероятностном пространстве 

),,( PF  задана случайная величина 

)(= NN , равномерно распределенная на 

отрезке ],[ aa , где a  – параметр волнового 

уравнения. 

Предложение 1. Решение задачи Коши 

(1)–(2) представляется в виде математиче-

ского ожидания 
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где )(vsign есть знак числа v . 

Доказательство. Так как 
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то в силу формулы Даламбера функция (3) 

есть решение искомой задачи Коши.  

Следствие 1. Решение задачи Коши для 

неоднородного волнового уравнения 

,0,>),,(),(=),( 2 Ryttyftyuatyu yytt 

)(=,0)(),(=,0)( yyuyyu t   

представляется в виде математического ожи- 

дания 
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Доказательство. Первое слагаемое из 

предыдущей формулы соответствует реше-

нию однородной задачи, найденному в 

предложении 1. Второе слагаемое найдем, 

учитывая, что решение неоднородной зада-

чи может быть представлено в виде суммы 

двух функций, одна из которых является 

решением однородной задачи, а другая – 

неоднородной с нулевыми начальными 

условиями [4]. По аналогии с доказатель-

ством предложения 1: 
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Следовательно, выполняется формула Далам- 

бера для неоднородного уравнения. 

Следствие 2. Для полуограниченной 

струны решение задачи 

0,>0,>),,(=),( 2 yttyuatyu yytt  

удовлетворяющее начальным условиям 

)(=,0)( yyu  , 0>),(=,0)( yyyut   и гра-

ничному условию ),(=)(0, ttu  0,>t  пред- 

ставляется в виде 
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где )(~ y  и )(~ y  – нечетные продолжения

функций )(y  и )(y  соответственно, а 

0),(=)(~  ttt  и .0<0,=)(~ tt

Доказательство. Первое слагаемое из 

доказываемой формулы соответствует ре-

шению задачи с неоднородным граничным 
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условием и однородными начальными 

условиями. Второе и третье слагаемое соот-

ветствует решению задачи с однородным 

граничным условием и неоднородными 

начальными условиями, которое находили в 

предложении 1, учитывая, что начальные 

данные продолжаются нечетно. 

Следствие 3. Для ограниченной струны, 

закрепленной на концах решение задачи 

,00,>),,(=),( 2 lyttyuatyu yytt   

удовлетворяющее начальным условиям 

)(=,0)( yyu  , lyyyut  0),(=,0)(  и 

граничному условию 0,=),(0,=)(0, tlutu

0,t  представляется в виде 
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где )(~ y  и )(~ y  – функции, построенные

следующим образом: продолжим )(y  и 

)(y на отрезок ]0,[ l  нечетным образом, а 

затем полученные функции, определенные 

на ],[ ll , продолжим на всю прямую как пе-

риодические функции с периодом l2 . 

Доказательство. Так как участвующие в 

решении функции определены на всей чис-

ловой прямой, то справедлива формула Да-

ламбера, а значит, решение представляется 

по примеру предложения 1. 

2. Пусть на вероятностном пространстве

),,( PF  заданы две независимые случай- 

ные величины: )(= 11 NN , равномерно 

распределенная на отрезке [0,1]  и случайная 

величина )(= 22 NN , имеющая равномер- 

ное распределение на ][0,2 . Тогда 

произвольную случайную точку на едини- 

чном круге можно задать с помощью пары 

случайных величин ))(),(( 21  NN , где 1N

есть случайный радиус, а 2N  – угол. 

Представим в виде математического 

ожидания решение задачи Коши для 

уравнения колебания колебаний мембраны 

0,>,,),(= 2 tRyxuuau yyxxtt  (4) 

).,(=,0),(),,(=,0),( yxyx
t

u
yxyxu 




 (5) 

Предложение 2. Решение задачи (4)–(5) 

имеет вид  
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Доказательство. Решение задачи (4)–(5) 

дается формулой 
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Покажем, как из этой формулы получить 

необходимый вид, на примере второго 

слагаемого, первое слагаемое преобразуется 

аналогично. Ввиду независимости и 

равномерной распределенности случайных 

величин 1N  и 2N  имеем: 
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3. Найдем в виде математического ожи-

дания решение задачи Коши для трехмер- 

ного волнового уравнения  
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Известно [4, 5], что решение ),( tPu  

уравнения (6) дает формула  
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интегрирование ведется по сфере PatS ,

радиуса at  с центром в точке P . 

Пусть )(
~

=
~

NN – равномерно

распределенная на единичной сфере с 

центром в начале координат случайная 

величина. Тогда ее можно представить в 

виде «случайного направления» вектора 

),,(=
~

321 NNNN , идущего из начала ко- 

ординат в «случайную точку» сферы, 

координаты которого суть направляющие 

косинусы. При этом вероятность попадания 

в какую-то часть поверхности сферы 

пропорциональна площади этой части. 

Предложение 3. Решение задачи Коши 

(6) представляется в виде 
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Доказательство. Напомним, что при 

выводе предыдущей формулы берется 

осредненное значение решения уравнения 

(6). 
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Устремляя r к нулю, получим 

),(=),,0(~ tPutPu , что дает способ 

нахождения исходного уравнения. 

Далее строится функция ),,( trPv

),,,(~ trPur   удовлетворяющая одномер-

ному волновому уравнению 
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со следующими начальными условиями:
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и граничным условием .0=),,0( tPv  Пере- 

менная ),,( zyxP  выступает в роли пара- 

метра. Значит, по вероятностному представ- 

лению решения для полуограни-ченной 

струны имеем: 
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где )~,(ˆ,)~,(ˆ rPrP  – нечетные (по

переменной r при фиксированном P) 

продолжения функций ),(~,),(~ rPrP  . Так

как ,
),,(

lim),(
0 r

trPv
tPu

r
 то получаем веро-

ятностное представление решения с исполь- 

зованием производной. 

ФУНКЦИЯ ГРИНА  

И ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

РЕШЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ  

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ  

ОГРАНИЧЕННОЙ СТРУНЫ 

1. Рассмотрим уравнение колебания конеч-

ной струны 

0,>,<<0

),,(),(=),( 2

tly

yftyuatyu yytt 
(6) 

удовлетворяющее начальным условиям 

,0),(=,0)(),(=,0)( 1 lyyyuyyu t   (7) 

и некоторым граничным условиям, соответ- 

ствующим первой, второй и третьей крае- 

вым задачам. 

Пусть ),,(  tyyG  – функция Грина, 

т.е. функция, удовлетворяющая уравнению  

),()(= 2  tyyGaG yytt

однородным краевым условиям, 

),,(  tyyG  и ),,(  tyyGt  при 0<t  

равны нулю. Знание функции Грина 

позволяет строить решения краевых задач с 

помощью интегральных представлений 

решений, исключая применение метода 
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Фурье. Известно [4, 5], что функция 

),,(  tyyG  представляется в виде ряда  
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где ),0)((max=)(   tt . 

Вычислим сумму этого ряда. Для этого 

введем функцию  

],,[,/)(=)( llylyysignyR   

и продолжим ее как периодическую 

функцию на всю вещественную прямую, 

причем продолжение этой функции будем 

обозначать по прежнему через )(yR . 

Предложение 4. Справедливо равенство 
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Доказательство. Пусть >t . Преоб- 

разуем ряд (8) с помощью тригонометри- 

ческих формул:  
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и вычислим для функции )(ysign , 

lyl << , коэффициенты ряда Фурье nb : 
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и значит 
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Заметим, что для функции ],,[, llyy   

разложение в ряд Фурье имеет вид 

),(= 1 ylRy   то есть ./=)(1 lyyR   

Следовательно 
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Продолжив функцию ],,[),( llyyR   как 

периодическую функцию на всю веществен- 

ную прямую, приходим к равенству (9). 

2. Покажем, как из интегральных пред-

ставлений решений краевых задач, которые 

строятся с помощью функции Грина 

),,(  txxG  для уравнения колебаний 

струны, получить вероятностные представ- 

ления решений краевых задач. Пусть на 

вероятностном пространстве ),,( PF  зада- 

на случайная величина )(= NN , равно- 

мерно распределенная на отрезке ][0,l . 

Рассмотрим первую краевую задачу для 

уравнения колебания струны  
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с начальными условиями 
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и граничными условиями вида 

0.>),(=),()(=)(0, 21 tttluttu   
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Предложение 5. Решение первой

краевой задачи, приведенной выше, имеет 

вид 
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Доказательство. Воспользуемся тем 

фактом, что интегральные представления 

решений краевых задач для уравнения 

струны (10) с начальными условиями (11) 

строятся с помощью функции Грина и 

имеют вид  
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(12) 

где в правой части равенства два последних 

интеграла известны, а первый интеграл 

полностью определяется краевыми усло- 

виями задачи. Из формулы (12), в 

частности, выводится формула интеграль- 

ных представлений решений в случае 

первой краевой задачи для уравнения 

колебаний струны (10) с начальными 

условиями (11) и граничными условиями 

вида  
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которая имеет вид 
























)(),,((

))(|
),,(

)(|
),,(

(=),(

1
0

2=

10=

0

0

2

ytyyG

d
y

tyyG

y

tyyG
atyu

l

ly

y

t

.),(),,(

))(|
),,(

0

0

0

0=

ydyftyyGd

ydy
tyyG

lt














 (13) 

Так как 
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то формула (13) есть решение первой 

краевой задачи. 

Следствие 1. Вторая краевая задача 

(10)–(11) с граничные условиями 

).(=|),(),(=|),( 2=10= tytutytu lyyyy   

допускает следующее вероятностное пред- 

ставление решений: 



 


dtlyG

tyGaytu
t

)](),,(

)(),0,([=),(

2

1

0

0

2

.)],(),,([)](

|),,()(),,([

0

0

0=1










dNftNyGElN

tNyGNtNyGEl

t

Следствие 2. Для третьей краевой 

задачи (10)-(11) с граничными условиями 

  ),(=|),(),( 10= tytuytu yy 

  ,)(=|),(),( 2= tytuytu lyy 

решение представляется в виде 
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Доказательство следствий 1 и 2 аналогичны 

доказательству предложения 4. 
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