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Аннотация. Предлагается метод идентификации нелинейных динамических объектов, основанный на 
построении матричного отображения. Особое внимание уделяется производительности подхода. Ко-
нечный вычислительный алгоритм записывается в виде операций сложения и умножения над число-
выми матрицами. Приводится общая классификация подходов решения систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, на основе которых строятся алгоритмы идентификации. Приведен алгоритм 
матричного интегрирования систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Предлагаемый 
подход заметно выигрывает по производительности у традиционных методов при реализации его на 
высокопроизводительных вычислительных системах.  

Ключевые слова: параллельные методы решения ОДУ; идентификация динамических систем. 

ВВЕДЕНИЕ 

Под динамической системой будем пони-

мать объект, изменяющийся по времени, кото-

рый можно описать системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ) 

),,( XtF
dt

dX
  (1) 

где X – вектор состояния системы (набор пара-

метров, описывающих объект), F – векторная 

функция, описывающая динамику изменения 

вектора состояния, удовлетворяющая условиям 

существования и единственности решения зада-

чи Коши. При заданном начальном состоянии 

системы X0 = X (t0), уравнение (1) полностью 

определяет динамику изменения вектора X. 

Причем в новый момент времени t1 состояние 

системы определяется однозначно. 

Традиционным способом решения уравне-

ния (1) является использование пошаговых ме-

тодов интегрирования [1]. Например, простей-

ший метод Эйлера выглядит как 

t0 X0 

t1 X1=F(t, X0)(t1–t0), 

… … 

tN XN=F(t, XN-1)(tN–tN-1). 

Идея пошаговых методов интегрирования 

заключается в том, что в каждый новый момент 

времени вектор состояния системы вычисляется 

по строго определенной формуле, которая явля-

ется некоторой аппроксимацией истинного ре-

шения. Алгоритм носит итеративный характер: 

решение задачи Коши происходит последова-

тельным вычислением промежуточных состоя-

ний системы. При изменении начального со-

стояния процесс вычисления повторяется зано-

во.  

Под идентификацией в этом случае пони-

мается алгоритм поиска такой функции F, что 

задаваемая ею система дифференциальных 

уравнений будет переводить заданное множе-

ство начальных состояний в заданное множе-

ство конечных состояний через заданный ин-

тервал времени (см. рис. 1). 
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Рис. 1. Пошаговое интегрирование 
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ПОСТРОЕНИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

РЕШЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМЫ ОДУ 

К преимуществам подходов решения систем 

ОДУ, построенных на основе методов пошаго-

вого интегрирования, следует отнести возмож-

ность построения высокоточных схем высокого 

порядка [2]. К недостаткам можно отнести рост 

глобальной ошибки на длительных интервалах 

моделирования и низкую вычислительную про-

изводительность. Существует иная идеология 

решения систем ОДУ, основанная на построе-

нии отображения. При удовлетворении систе-

мой (1) условий теоремы Пикара решение опре-

деляется однозначно, и, следовательно, сущест-

вует некоторое отображение, позволяющее вы-

числить новое состояние системы в заданный 

момент времени в зависимости от начального 

состояния и времени 

).,,( 00 tXtRX   (2) 

Представим, что функция R нам известна, 

или, по крайней мере, известна некоторая ее 

аппроксимация. Рассмотрим теперь задачу пе-

ревода множества начальных состояний систе-

мы в начальный момент времени во множество 

конечных состояний за заданный временной 

интервал (рис. 2). Формулу (2) в этом случае 

можно записать в общем виде 

.0XRX N   (3) 

Отметим, что оператор R переводит теперь 

любой элемент из множества начальных со-

стояний в элемент из множества конечных со-

стояний за заданный интервал времени. Опера-

тор R однозначно определяется самой системой. 

Чтобы вычислить новое состояние через задан-

ный интервал времени, нужно применить опе-

ратор к начальному состоянию системы. При 

использовании пошаговых методов пришлось 

бы вычислять промежуточные состояния в мо-

менты времени X1, X2,…, XN-1. При использова-

нии отображения новое состояние вычисляется 

за одну итерацию. 
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Рис. 2. Применение отображения 

Под идентификацией динамической систе-

мы в этом случае понимается алгоритм поиска 

такого отображения R, которое будет перево-

дить заданное множество начальных состояний 

в заданное множество конечных состояний че-

рез заданный интервал времени (см. риc. 2). 

Известной сложностью является поиск са-

мого отображения. Софус Ли, основатель тео-

рии непрерывных групп преобразований [3], 

показал, что в общем случае алгоритм построе-

ния отображения по сложности соответствует 

пошаговому интегрированию. Однако сущест-

вует ряд подходов, применяемых для оценки 

этого отображения. К ним следует отнести по-

строение отображения на основе непрерывных 

преобразований групп Ли [4], использование 

дифференциальной алгебры [5] для вычисления 

производных и применение матричного форма-

лизма [6]. 

В данной работе приведен алгоритм числен-

ной реализации матричного интегрирования, 

позволяющего оценивать эволюцию (динамику)  

отображения R в заданном интервале времени. 

Преимуществом матричного подхода является 

линейность всех операций в конечном виде ал-

горитма. Нелинейная динамика системы описы-

вается при помощи линейных операций сложе-

ния и перемножения числовых матриц. 

Понятие идентификации системы, данное во 

введении, можно соотнести с параметрической 

идентификацией, используемой в классической 

теории управления. Понятие идентификации на 

основе отображения возникает, например, в 

случаях оценки локального преобразования, ко-

торому подвергается некоторый объект, и кото-

рое переводит его из одного состояния в другое. 

В случае численного матричного интегри-

рования систем ОДУ под идентификацией сле-

дует понимать комбинацию двух методов. При 

этом целью подбора параметров дифференци-

ального уравнения (1) является соответствие 

пошаговой динамике всего отображения (3). 

ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЧНОГО 

ОТОБРАЖЕНИЯ 

Предположим, что систему дифференциаль-

ных уравнений (1) и ее общее решение (2) мож-

но разложить в ряд Тейлора 

,)(
0

][



p

k

k

k XtP
dt

dX
 (4) 

,)(
0

][

0



n

k

k

k XtRX  (5) 

где n  заданный порядок нелинейности; Pk(t), 

Rk(t)  матрицы коэффициентов разложения 

правых частей уравнения и решения в ряд Тей-

лора. Под оператором X
[k]

 понимается кронеке-

ровская степень вектора X с редуцированием 
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размерности [6]. Уравнение (4) описывает ди-

намическую систему. Матрицы Pk задаются ко-

эффициентами, варьирование которых изменяет 

динамику системы. Матрицы Rk задают отобра-

жение (3) в матричном виде и зависят от време-

ни t. 

Пример. Пусть имеется динамическая сис-

тема, заданная в соответствии с формулой (4) 
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тогда ее решением в виде матричного ото-

бражения будет являться соотношение  
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где (x0; y0) – вектор состояния в начальный мо-

мент времени t0 = 0.  

Здесь матричное отображение приведено в 

аналитической форме. Коэффициенты второго 

порядка нелинейности опущены в виду гро-

моздкости. Данное решение может быть прове-

рено непосредственным дифференцированием и 

сравнением результатов с изначальной системой 

ОДУ. Для произвольной системы (4) процесс 

построения такого отображения может быть за-

труднительным, поэтому будем искать отобра-

жения (5) численно, используя идеологию по-

шагового интегрирования, но примененную к 

отображению. Дифференцируя уравнение (5) по 

времени 

,)(
0

][

0



n

k

k

k XtR
dt

d

dt

dX
 

 

и сравнивая полученное соотношение с (4)–(5) 
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можно получить систему уравнений 
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где j = 1, …, n; вектор X(t) задается равенством 

(2); под (·)
T
 понимается операция транспониро-

вания. Система (6) является системой обыкно-

венных дифференциальных уравнений относи-

тельно коэффициентов отображения R 

).,(
~

PtF
dt

dR
  (7) 

Заметим, что правые части уравнения (7), 

во-первых, вычисляются в матричном виде, а 

во-вторых, не зависят от вектора начального 

состояния X0. Уравнение (7) полностью задается 

системой (4) и может быть разрешено некото-

рым пошаговым методом интегрирования: 

t0 ),( 0tR   

t1 ),( 1tR
 

 

… …

 

 

tN ).( NtR

 

 

Алгоритм построения решения матричной 

динамической системы через заданные интерва-

лы времени запишется в виде следующей по-

следовательности шагов: 

1. Задать параметры динамической систе-

мы – коэффициенты матриц Pk. 

2.  Пошагово вычислить эволюцию мат-

ричного отображения R: 

a. В начальный момент времени отображе-

ние тождественное (переводит начальное мно-

жество состояний само в себя). 

b. В каждый момент времени ti отображе-

ние R(ti) вычисляется по заданной формуле на 

основе значений матриц Pk и R(ti-1). 

В случае матричного отображения следует 

особенно отметить тот факт, что можно приме-

нять оператор отображения (3) сразу ко множе-

ству начальных состояний системы 

   ,;;;;;;
000

2121 KK

N XXXRXXX
NN

 

 
 

причем в случае матричного отображения это 

соотношение запишется в виде XN = R ◦ X0, где 

каждый столбец матриц XN и X0 соответствует 

вектору состояния.  

Алгоритм идентификации может быть пред-

ставлен в виде блок-схемы, изображенной на 

рис. 3.  
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Рис. 3. Схема идентификации динамической системы методом матричного интегрирования 

В данном случае отслеживается динамика 

изменения состояний. На основе поступающих 

данных (новых состояний) корректируется ди-

намическая система (коэффициенты матриц Pk), 

которая порождает новую последовательность 

отображений. Уравнение (4) в силу своей нели-

нейности может описывать нелинейную дина-

мику (например, включать в себя движение сис-

темы координат). Производительность метода 

при этом зависит целиком от порядка нелиней-

ности и размерности задачи. 

ВЕРИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА 

НА МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ 

В качестве модельных выбраны некоторые 

наиболее хорошо изученные задачи нелинейной 

динамики. 

Модель Лотки–Вольтерра описывает класс 

уравнений типа «хищник–жертва», соответст-

вующих динамике популяции двух видов. В ли-

нейном случае решение представляет собой 

гармонический осциллятор. 

Рис. 4. Модель Лотки–Вольтерра 

В нелинейном случае уравнения имеют вид 

.

,

xyxy
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На рис. 4 представлен фазовый потрет дви-

жения, соответствующий начальной точке 

x0=0.5, y0=0.5, уже лежащей в области влияния 

нелинейных эффектов, что видно по искажению 

эллипса. 

Несколько более сложный пример представ-

ляет собой система 

),2(

),4(





xyy

yxxx





которая имеет три неподвижные точки {(x, y): 

(0, 0), (4, 0), (2, 2)}. Наиболее интересно пове-

дение решения в окрестности точки (2, 2). Про-

водя линейный анализ, можно заключить, что 

эта точка является устойчивым фокусом, спи-

ральные кривые решения при этом закручены 

против часовой стрелки. На рис. 5 изображены 

траектории движения, соответствующие раз-

личным начальным точкам. 

Осциллятор Ван-дер-Поля является обще-

известным примером системы, обладающей 

предельным циклом: 

.)1(

,

22 xyxy

yx









Линейный анализ устойчивости указывает, 

что неподвижная точка (0;0) является в случае 

λ
2 

< 4ω
2
 неустойчивым фокусом. Однако с рос-

том x и y нелинейный член λx
2
y начинает доми-

нировать, и можно предположить затухание ко-

лебаний обратно по направлению к началу ко-

ординат. 

Параметры системы 
Pk 

Вычисление отображения 
R(ti+1) 

Конечная память 

R(ti), R(ti-1), R(ti-2), … 
X(ti), X(ti-1), X(ti-2), … 

Вычисление 
X(ti+1) 

Коррекция 
Pk 

Реальное 
X(ti+1) 

Оценка 
X(ti+2) 
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Рис. 5. Устойчивый фокус 

Так как в окрестности нуля точки движутся 

от начала координат к центру, а вдали – в об-

ратном направлении, то непрерывность реше-

ний требует существования предельного цикла, 

представляющего собой замкнутую траекторию. 

Решения, начинающиеся как внутри нее, так и 

снаружи, притягиваются ею и никогда ее не пе-

ресекают. На рис. 6 изображены результаты 

численного моделирования системы для значе-

ния λ = ω = 1. 

 

 

Рис. 6. Осциллятор Ван-дер-Поля 

Для численного анализа и сравнения резуль-

татов применялись матричное отображение 4-го 

порядка нелинейности (см. рис. 4–6) и метод 

Рунге–Кутты 4-го порядка. Заметим, что при 

использовании как пошагового, так и матрично-

го интегрирования получаются качественно 

одинаковые изображения фазовых плоскостей. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе представлен метод построения 

систем идентификации динамических объектов 

на основе построения матричного нелинейного 

отображения. Рассмотренный подход обладает 

рядом преимуществ по сравнению с пошаговы-

ми алгоритмами интегрирования, а именно – 

позволяет строить решение системы ОДУ сразу 

в виде отображения. Матричный подход успеш-

но применяется при моделировании сложных 

систем управления пучками частиц [6] на дли-

тельных временных интервалах. Дальнейшее 

развитие метода авторами видится в расшире-

нии сферы его применения. Так, например, осо-

бый интерес представляет применение подхода 

в области компьютерного зрения, где массовый 

параллелизм задач может удачным образом от-

разиться на матричной записи алгоритма иден-

тификации. Отметим, что теории групп Ли уже 

используются для алгоритмов оценки движения 

на изображениях (см., напр., [7]). Однако в на-

стоящее время разработанные подходы не оце-

нивают динамику системы  и основываются на 

способах оценки локального отображения. 
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