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Аннотация. Для моделирования прецизионного процесса электрохимического формообразования ис-
пользуется скачкообразная функция выхода по току от плотности тока, определяющая скорость движе-
ния границы анода. При этом обрабатываемая поверхность разделяется на три участка: активного рас-
творения, отсутствия растворения (при малой плотности тока) и переходного между ними участка, на 
котором плотность тока равна критическому значению. 

Ключевые слова: выход по току; скачкообразная функция; теория функций комплексного переменного. 

Исследование электрохимического формо-

образования представляет большой интерес в 

связи с широким использованием электрохими-

ческой размерной обработки (ЭХО) в различ-

ных отраслях промышленности. В последнее 

время активно развиваются технологии преци-

зионной обработки различных металлов и спла-

вов, включая нанотехнологии, с помощью им-

пульсной ЭХО вибрирующим электрод-

инструментом (ЭИ). Для этого используют раз-

личные способы, увеличивающие локализацию 

растворения.  

Моделирование ЭХО основано на законе 

Фарадея, согласно которому скорость растворе-

ния ecmV  равна 

j
k

V 


ecm ,  k , (1) 

где  – электрохимический эквивалент;  – 

плотность растворяемого материала;  – элек-

тропроводность электролита; j – плотность тока 

на анодной границе;  j  – выход по току

(доля тока, участвующего в реакции растворе-

ния металла). 

Для повышения точности в настоящее время 

применяются прецизионные технологии им-

пульсно-циклической ЭХО, при которых на по-

ступательное движение ЭИ накладывается ко-

Выполнено при финансовой поддержке Минобрнау-

ки России в рамках базовой части госзадания обра-

зовательным организациям высшего образования. 

лебательная (обычно синусоидальная) состав-

ляющая, а ток подается прямоугольными им-

пульсами в моменты прохождения точки наи-

большего сближения ЭИ с деталью. При отводе 

ЭИ от детали происходит замена отработанного 

электролита. В связи с небольшими скоростями 

ЭХО (несколько мм/мин) и краткостью импуль-

сов (порядка 1–3 мсек) изменение межэлек-

тродного зазора за один период можно считать 

практически малой величиной. Тогда можно 

применить дискретно-непрерывную модель 

процесса, для которой справедлива указанная 

выше зависимость скорости растворения от 

плотности тока, а коэффициент пропорциональ-

ности k уменьшается в Q раз, где Q – скваж-

ность импульса.  

В связи с кратковременностью импульсов 

нагревом электролита и газонаполнением пре-

небрегается, и рассматривается идеальный про-

цесс в однородном электролите. 

При заданной зависимости выхода по току 

 j  от плотности тока j и постоянных элек-

тродных потенциалах локализация процесса оп-

ределяется коэффициентом [1] 
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Отсюда следует, что чем больше 
dj

d
, тем 

больше величина lock . 
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В работе зависимость выхода по току от на-

пряженности моделируется скачкообразной 

функцией [2, 3] 
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Отметим, что такая модель не противоречит 

известным экспериментальным результатам [4], 

поскольку реальная зависимость для пассиви-

рующих электролитов содержит участок резко-

го изменения выхода по току при приближении 

плотности тока к некоторому критическому 

значению.  

Важно, что зависимость (3) имеет верти-

кальный участок (производная близка к беско-

нечности), что в соответствии с (2) обеспечива-

ет наибольшую локализацию. 

Ранее были решены задачи о стационарном 

формообразовании точечным и круглым ЭИ при 

const  [1], о стационарном формообразова-

нии точечным ЭИ со ступенчатой зависимостью 

выхода по току [5], о копировании круглого ЭИ 

с гиперболической зависимостью выхода по то-

ку [6], а также о прямоугольной вырезке круг-

лым ЭИ при const  [7]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим нестационарную задачу элек-

трохимического растворения с помощью ЭИ, 

представляющего собой в сечении круг с радиу-

сом R. Круглый ЭИ заглубляется в изначально 

плоскую заготовку со скоростью etV  под пря-

мым углом к поверхности. Начальный межэлек-

тродный зазор (расстояние CD) равен 0S , раз-

ность потенциалов между электродами равна U. 

Форма межэлектродного пространства (МЭП) 

показана на рис. 1. 

Рис. 1. Схема МЭП  

(физическая плоскость Z):  

FCG – ЭИ (катод); ADB – обрабатываемая 

поверхность (анод) 

Перейдем к безразмерным величинам          

x, y, , w: 

lXx  , lYy  , 

2

0
et lUtkt
l

V
 , UWw  ,    

где et0 VUkl   (величина стационарного за-

зора в задаче об обработке плоским горизон-

тальным ЭИ). При этом  

1
1

et

et

et

et 


 

V
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При допущении об идеальности среды для 

решения задачи можно применить методы тео-

рии функций комплексного переменного. Рас-

сматриваемая задача является разновидностью 

задачи Хеле-Шоу со свободной границей. 

Пусть Z = X + iY, z = Z/l = x + iy. В связи с 

эквипотенциальностью электродов форма об-

ласти МЭП на плоскости комплексного потен-

циала  iW  ( – потенциал электриче-

ского поля,  – функция тока) представляет со-

бой прямоугольник (рис. 2, а). При этом вели-

чина напряженности электрического поля 

определяется производной 









dZ

dW
E , а плот-

ность тока в соответствии с законом Ома 











dZ

dW
j . В каждый момент времени задача 

сводится к определению конформного отобра-

жения области МЭП физической плоскости на 

прямоугольник плоскости W. 

В этих терминах  равенство (1) примет про-

стой вид 
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Отметим, что при эквипотенциальных элек-

тродах вектор напряженности направлен по 

нормали к границам электродов (от катода к 

аноду). Равенство (4) позволяет рассчитать эво-

люцию свободной границы (обрабатываемой 

поверхности) во времени. 

Конформное отображение МЭП на плос-

кость комплексного потенциала удобнее опре-

делять через переменную  (рис. 2, б), областью 

изменения которой является полукольцо 

0Im,1 p  








 


2
ln

ln

1
i

p
w .   (5) 

Выберем в качестве основной параметриче-

ской переменную  i , область изменения 

которой представляет собой горизонтальную 

полосу ширины 1/2 (рис. 3, а).  
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а б 

Рис. 2. Формы образов МЭП: 

а – на плоскости комплексного потенциала; 

б – на вспомогательной плоскости  

а 

б 

Рис. 3. Формы образов МЭП 

на параметрических плоскостях  (а) и  (б) 

Связь плоскостей  и  
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Тогда производная комплексного потенциа-

ла равна 
1

1

ln

1






















p

w
. 

В связи с симметрией МЭП относительно 

оси Y будем рассматривать правую ее половину. 

2. ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ

МЕТОД 

Представим функцию, конформно отобра-

жающую полосу плоскости  на область МЭП 

физической плоскости в неподвижной (относи-

тельно тела заготовки) системе координат в ви-

де суммы  

         ,,sh, ca zzgz ,    (6) 

где 

 функция    sh0 gz при g>0 кон-

формно отображает полосу плоскости  на 

верхнюю полуплоскость с разрезом, проведен-

ным вверх от точки 0 + ig до бесконечности;  

 ),( az – аналитическая в полосе D

(рис. 3, а) и непрерывная в ее замыкании D

функция, определяющая отличие формы обра-

батываемой поверхности от прямолинейной 

(при  =  + i/2 0),(Re az ); 

 ),( cz – аналитическая в полосе D

(рис. 3, б) и непрерывная в ее замыкании D

функция, предназначенная для описания формы 

ЭИ (при  =  + i/2 0),(Im cz ). 

Использование дополнительной параметри-

ческой плоскости  обусловлено особенностью 

функции ),(Re z  типа 2i . 
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Из (6) найдем ординату точки C электрод-

инструмента  
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Допустим, ордината точки G электрод-

инструмента равна H. Тогда 
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где () – образ точки G, определяемый из этого 

уравнения. 

Функция za(,) определяется следующим 

образом. Будем искать решение на границе = 

в узловых точках m (m = 0, …, n). Искомыми 

будут значения   mjma yz  ,Im . Примем 

  0,Im naz . Значения  ,Im az  в точках, 

промежуточных между узловыми, найдем с по-

мощью кубического сплайна, имеющего две 

непрерывные производные.  

Поскольку  ,az – аналитическая функ-

ция, имеющая чисто мнимые значения на пря-

мой Im=1/2, аналитически продолжим ее вверх 

на полосу единичной ширины. В силу принципа 

симметрии     ,0Im,Im iziz aa . 

Кроме того,     ,Im,Im aa zz . Для вос-

становления функции  ,az  используем фор-

мулу Шварца  

   







0

22 chch

ch
,Imsh2,

d
zz aa

.(10) 

Функция zс(,) получается аналогичным 

образом. Будем искать решение на границе = 

в узловых точках m (m = 0, …, n). Искомыми 

будут значения   mjmc xz  ,Re . Примем 

  0,Re ncz . Значения  ,Re cz  в проме-

жуточных между узловыми точках найдем с 

помощью кубического сплайна Pc(), имеющего 

две непрерывные производные. Функция 

 ,сz  определяется с помощью формулы Кел-

дыша – Седова 
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где 
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Отметим, что слагаемое     Gg1  введено 

так, чтобы функция  ,cz  не имела особенно-

сти в точках A и B. 

Производная  



,cz

вычисляется сле-

дующим образом: с помощью построения 

сплайна Pc() вычисляются значения коэффи-

циентов сплайна, равных производным 

 



,cx

 в узловых точках. По полученным с 

помощью (11) значениям  ,cy строится 

сплайн Pyc(), коэффициенты которого равны 

производным  



,cy

 в узловых точках. 

Нестационарная задача сводится к решению 

системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений и решается численным методом. При 

этом на каждом временном шаге 

,2,1,   jjj  решаются задачи кон-

формного отображения полосы параметриче-

ской плоскости  на физическую плоскость z. 

При этом в полном объеме задача конформного 

отображения решается только при =0, так как 

после каждого шага по времени значения пере-

менных  
jmy   и  

jmx   являются известными, 

и остается только подставить их в сплайн (и ин-

теграл Шварца (10) и формулу Келдыша–

Седова (11). После этого определяется сдвиг 

точек обрабатываемой поверхности согласно 

закону Фарадея (4), где 
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dw

10 EE  – безразмерный параметр, характе-

ризующий соотношение максимальной напря-

женности на аноде lUE 0  и критической на-

пряженности  11 jE . 

Далее необходимо подобрать значения m 

(m = 1, …, n–1) и m (m = 1, …, n1–1) так, чтобы 

полученные при сдвиге значения  
1 jmy и 

 1 jmx соответствовали полученным при 

сдвиге значениям  1 jmx  и  
jmy  . Это вы-

полняется путем решения системы нелинейных 

уравнений с помощью метода Ньютона с по-
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вторным использованием обратной матрицы для 

итерационного уточнения решения. Это при 

достаточно малых шагах по времени позволяет 

обойтись на каждом временном шаге одной 

операцией обращения матрицы.  

При длительных процессах возможно воз-

никновение ситуации, когда узловые точки в 

области анода значительно разрежаются. Это 

исправляется с помощью корректировки поло-

жения узлов по определенному алгоритму, а 

соответствующие значения искомых  
1 jmy  и 

 1 jmx  получаются с помощью сплайна. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

Формы нестационарной поверхности при 

обработке различными ЭИ приведены на 

рис. 4–6 для =const. Здесь lRr  , L – полу-

ширина или высота пластины,  – шаг по вре-

мени.  

Формы обрабатываемой поверхности даны в 

неподвижной системе координат. ЭИ показан в 

начальном и последнем рассчитанном состоя-

нии, когда решение близко к стационарному. 

Видно установление стационарных решений 

(кривые с почти вертикальными участками). 

Для круглого ЭИ стационарное решение было 

получено в [1] численно-аналитическим мето-

дом. Эмпирически получены зависимости тор-

цевого торs  и бокового бокs  зазоров для стацио-

нарного решения 

2тор

1

2

1
1

rr
s  ,  6456.0бок 526.2 


r

r

rs
. 

Для стационарного решения при обработке 

горизонтальным пластинчатым ЭИ вид w() 

(рис. 2, а) совпадает с (5), точное решение вы-

ражается формулой 
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Для стационарного решения при обработке 

вертикальным пластинчатым ЭИ вид функции 

w() также совпадает с (5) (рис. 2, а), точное 

решение выражается формулой 

      











 







1

22

22

2
2 1

1ln
ln m

mm

mm

m

pp

p

mp

i
z

   












 








1
22

22
22 1

21ln2
ln m

mm

mm
m

m

pp

pp
p

m
p

p

i
. 

Рис. 4. Формы нестационарной поверхности 

при обработке круглым ЭИ  

для s0 = 1, r = 5,  = 5 
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Рис. 5. Формы нестационарной поверхности 

при обработке горизонтальным 

пластинчатым ЭИ для s0=1, =2.5,  L =5 

Рассмотрим зависимость выхода по току ви-

да (3).  

На рис. 7, а показаны формы обрабатывае-

мой поверхности при r = 1,  = 2 при различном 

времени обработки в неподвижной системе ко-

ординат (шаг по безразмерному времени равен 

 = 5). Виден ход процесса растворения. Кар-

тина в системе координат, связанной с ЭИ 

(рис. 7, б), позволяет увидеть формирование 

стационарной формы на обрабатываемой по-

верхности.  

Рис. 6. Формы нестационарной поверхности 

при обработке вертикальным пластинчатым 

ЭИ для s0=1, =5, L=5 

На рис. 8 показаны формы пазов, получен-

ные экспериментально, заимствованные из [1]. 

Видно качественное соответствие теоретиче-

ским формам, приведенным на рис. 7. 
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Рис. 7. Формы нестационарной поверхности 

для круглого ЭИ при r = 1,  = 2,  = 5:       

а – в неподвижной системе координат;  

б – в системе координат, связанной с ЭИ 

а 

б 

Рис. 8. Экспериментальные формы пазов 

ВЫВОДЫ 

Разработан численно-аналитический метод 

решения задач Хеле-Шоу, использующий сумму 

двух функций с областями определения, распо-

ложенными на различных параметрических 

плоскостях, формулу Келдыша – Седова, кото-

рая, в отличие от известных ранее методов ре-

шения таких задач, позволяет с точностью до 3 

значащих цифр моделировать различные усло-

вия движения свободной границы при подвиж-

ном электрод-инструменте различной формы. 

Этот метод решения нестационарных задач, 

позволяющий использовать разрывную функ-

цию выхода по току, дал возможность исследо-

вать процесс прецизионной электрохимической 

обработки.  
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