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Аннотация. Рассматриваются марковская цепь гибели и размножения, и формулы для расчета стацио-
нарных вероятностей состояний, среднего времени перехода из одного заданного состояния в другое 
состояние. Также рассматриваются модели надежности технических систем с множеством идентичных 
восстанавливаемых элементов с заданным порогом отказа, с аварийным отключением и без отключе-
ния при достижении порога отказа, ряд частных случаев с расчетными формулами и примерами расче-
та показателей надежности. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Современный мир практически невозможно 

представить без технических систем, ставших 

неотъемлемой частью как повседневной жизни 

и профессиональной деятельности человека, так 

и ключевыми элементами различных предпри-

ятий и отраслей экономики. 

Помимо функциональных возможностей и 

основных технических характеристик, которые 

в первую очередь интересуют конечных потре-

бителей и производителей, таких как: произво-

дительность, мощность, емкость и т. п., не ме-

нее важными являются показатели надежности, 

так как от них напрямую зависит эффектив-

ность и безопасность эксплуатации технических 

систем. Игнорирование показателей надежности 

в лучшем случае приводит к дополнительным 

материальным затратам и потере времени, в бо-

лее тяжелом случае – потере важной информа-

ции, в худшем случае – человеческим жертвам и 

масштабным катастрофам. Соответственно, раз-

работка моделей и методов для расчета показа-

телей надежности систем (коэффициент готов-

ности, среднее время наработки на отказ, сред-

нее время восстановления) является актуальной 

и критически важной задачей. 

На сегодняшний день имеется множество 

учебников и научных трудов, как отечествен-

ных [1, 2], так и зарубежных [3, 4], посвящен-

ных основам теории надежности, общим и спе-

циализированным моделям и методам расчета 

показателей надежности систем, а также мето-

дам резервирования и повышения отказоустой-

чивости систем.  

Одной из самых распространенных моделей 

восстанавливаемых технических систем являет-

ся модель на базе цепей Маркова, позволяющих 

оценить такие показатели надежности системы, 

как: коэффициент готовности, среднее время 

наработки на отказ, среднее время восстановле-

ния. В случае если система состоит из несколь-

ких идентичных элементов, например: отказо-

устойчивые дисковые массивы хранения дан-

ных, высокопроизводительные вычислительные 

системы, гомогенные сети передачи данных, то 

в таком случае применяется хорошо известная 

марковская цепь гибели и размножения. Более 

того, если элементы имеют экспоненциальное 

распределение времени наработки на отказ и 

восстановления, то тогда нередко удается полу-

чить аналитические формулы для расчета пока-

зателей надежности. Но даже в этом случае мо-

гут встречаться определенные трудности, по-

скольку в системе могут присутствовать допол-

нительные ограничения на одновременность 

отказов (один, несколько или все элементы на-

гружены), ограничения на одновременность 

восстановления (одна, несколько или неограни-

ченное число ремонтных бригад), а также зави-

симость нагрузки и интенсивности отказов эле-

ментов от конкретного состояния системы. 

Также могут присутствовать специфичные по-

роги отказа системы (минимальное количество 

элементов, при отказе которых система стано-
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вится неработоспособной) при целой и дробной 

кратности резервирования. Наконец, система 

может аварийно останавливаться при достиже-

нии порога отказа, а может продолжать функ-

ционировать вплоть до отказа всех элементов 

системы. В каждом случае может быть исполь-

зована марковская цепь гибели и размножения с 

соответствующими интенсивностями перехо-

дов. При этом в каждом случае приходится со-

ставлять и решать систему уравнений для полу-

чения показателей надежности. Очевидно, что 

намного более удобным было бы иметь решение 

обобщенной марковской цепи гибели и размно-

жения с произвольно задаваемыми интенсивно-

стями переходов с выведенными аналитически-

ми формулами для расчета показателей надеж-

ности. Это бы значительно упростило анализ 

показателей надежности систем, описываемых 

марковской цепью гибели и размножения, в 

конкретных частных случаях. 

В ряде отечественных книг [1] рассматрива-

ется обобщенная марковская цепь гибели и раз-

множения для произвольно задаваемого количе-

ства элементов n и произвольно задаваемых ин-

тенсивностей переходов 10 λλ n и nμμ1 , но 

в них ограничиваются рассмотрением выведе-

нием формулы для расчета коэффициента го-

товности и среднего времени наработки до от-

каза для заданного порога отказа s. В ряде дру-

гих книг [2] ограничиваются рассмотрением 

частных случаев обобщенной марковской цепи 

гибели и размножения для произвольно зада-

ваемого количества элементов n. Наконец, в за-

рубежной литературе [3, 4] ограничиваются 

рассмотрением конкретных задач с заданным 

количеством элементов (дублированные систе-

мы n = 2, мажоритарные системы n = 3 или 5). 

Авторами был проведен ряд научных иссле-

дований в области надежности современных 

систем обработки, передачи и хранения данных 

[5–7], состоящих из нескольких идентичных 

элементов. В рамках практического опыта вне-

дрения различных систем и анализа их показа-

телей надежности возникала необходимость 

оценки не только коэффициента готовности и 

среднего времени наработки на отказ системы, 

но и оценки среднего времени перехода из лю-

бого состояния u в любое другое состояние v, 

причем u < v, а также среднего времени перехо-

да обратно из состояния v в состояние u. Соот-

ветственно, авторами были выведены аналити-

ческие формулы для расчета среднего времени 

переходов. Также были выведены формулы для 

ряда частных случаев марковской цепи гибели и 

размножения. 

В статье рассматриваются известные модели 

надежности и расчетные формулы для показа-

телей надежности восстанавливаемого элемен-

та, системы из двух идентичных восстанавли-

ваемых элементов, известная обобщенная мар-

ковская цепь гибели и размножения и формула 

для расчета стационарных вероятностей состоя-

ний для системы из n идентичных элементов. 

Кроме того, приводятся полученные авторами 

математические модели и их решения для рас-

чета среднего времени переходов из произволь-

ного состояния u в произвольное состояние v, 

причем u < v, и среднего времени обратного пе-

рехода для обобщенной марковской цепи гибе-

ли размножения.  

Наконец, также рассматривается ряд част-

ных случаев с выведенными для них расчетны-

ми формулами и несколько примеров расчета 

показателей надежности. 

1. ВОССТАНАВЛИВАЕМЫЙ ЭЛЕМЕНТ

Пусть имеется восстанавливаемый элемент с 

заданными интенсивностями отказов и восста-

новления. Тогда марковская модель надежности 

восстанавливаемого элемента (рис. 1) для рас-

чета вероятностей всех состояний с исходным 

состоянием 0: 

0 1

λ

μ

Рис. 1. Граф для расчета вероятностей состояний 

восстанавливаемого элемента 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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Решая систему уравнений, получаем функ-

ции вероятностей состояний: 
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Также имеем стационарные значения веро-

ятностей при t : 
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Для расчета среднего времени перехода из 

состояния 0 в состояние 1, в исходной марков-

ской модели делаем состояние 0 исходным, а 

состояние 1 поглощающим, и получаем сле-

дующую модель (рис. 2): 

0 1
λ

Рис. 2. Граф для расчета среднего времени 

перехода из состояния 0 в состояние 1 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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Тогда, среднее время перехода из состояния 

0 в состояние 1: 
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Для расчета среднего времени перехода из 

состояния 1 в состояние 0, в исходной марков-

ской модели делаем состояние 1 исходным, а 

состояние 0 поглощающим, и получаем сле-

дующую модель (рис. 3): 

0 1
μ

Рис. 3. Граф для расчета среднего времени 

перехода из состояния 1 в состояние 0 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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Тогда, среднее время перехода из состоя-

ния 1 в состояние 0: 
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2. СИСТЕМА С ДВУМЯ ИДЕНТИЧНЫМИ

ВОССТАНАВЛИВАЕМЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 

Пусть имеется система с двумя идентичны-

ми восстанавливаемыми элементами с одинако-

выми интенсивностями отказов и восстановле-

ния. Тогда обобщенная марковская модель сис-

темы (рис. 4) для расчета вероятностей всех со-

стояний с исходным состоянием 0: 

0 1
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2

Рис. 4. Граф для расчета вероятностей 

состояний системы с двумя идентичными 

элементами 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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 Решая систему уравнений, получаем функ-

ции вероятностей состояний: 
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Также имеем стационарные значения веро-

ятностей при t : 
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Для расчета среднего времени перехода из 

состояния 0 в состояние 1, в исходной марков-

ской модели делаем состояние 0 исходным, а 

состояние 1 поглощающим, и получаем сле-

дующую модель (рис. 5):

0 1
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Рис. 5. Граф для расчета среднего времени 

перехода из состояния 0 в состояние 1 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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Тогда, среднее время перехода из состояния 

0 в состояние 1: 
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 Для расчета среднего времени перехода из 

состояния 1 в состояние 2, в исходной марков-

ской модели делаем состояние 1 исходным, а 

состояние 2 поглощающим, и получаем сле-

дующую модель (рис. 6): 
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Рис. 6. Граф для расчета среднего времени 

перехода из состояния 1 в состояние 2 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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Тогда, среднее время перехода из состояния 

1 в состояние 2:
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Также имеем среднее время перехода из со-

стояния 0 в состояние 2: 
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Для расчета среднего времени перехода из 

состояния 2 в состояние 1, в исходной марков-

ской модели делаем состояние 2 исходным, а 

состояние 1 поглощающим, и получаем сле-

дующую модель (рис. 7): 

1 2
μ2

Рис. 7. Граф для расчета среднего времени 

перехода из состояния 2 в состояние 1 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 


























).(μ
)(

);(μ
)(

;1)()(

;0)(;1)(

;1)0(;0)0(

22
2

22
1

21

21

21

tP
dt

tdP

tP
dt

tdP

tPtP

PP

PP

Тогда, среднее время перехода из состояния 

2 в состояние 1: 
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 Для расчета среднего времени перехода из 

состояния 1 в состояние 0, в исходной марков-

ской модели делаем состояние 1 исходным, а 

состояние 0 поглощающим, и получаем сле-

дующую модель (рис. 8): 
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Рис. 8. Граф для расчета среднего времени 

перехода из состояния 1 в состояние 0 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена): 
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  (11) 

Также имеем среднее время перехода из со-

стояния 2 в состояние 0: 
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3. СИСТЕМА С МНОЖЕСТВОМ

ИДЕНТИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Пусть имеется система с n идентичными 

восстанавливаемыми элементами с одинаковы-

ми интенсивностями отказов и восстановления.  

Тогда имеем обобщенную марковскую мо-

дель системы (рис. 9) для расчета вероятностей 

всех состояний с исходным состоянием 0. 

Соответственно, математическая модель 

(система уравнений Колмогорова–Чепмена) вы-

глядит следующим образом: 
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Стационарные вероятности при t  мо-

гут быть получены путем решения системы 

уравнений с учетом того, что в бесконечной 

перспективе марковский процесс становится 

установившимся, и производные стремятся к 

нулю 0)( dttdPi . 

Это упрощает решение системы и вывод 

формул для стационарных вероятностей: 
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(13) 

Для расчета среднего времени перехода из 

произвольного состояния u в состояние v, при-

чем 0 ≤ u < v ≤ n, в исходной марковской модели 

делаем состояние u исходным, а состояние v 

поглощающим, и получаем следующую модель 

(рис. 10) и систему уравнений: 
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Авторами была выведена следующая фор-

мула для расчета среднего времени перехода из 

состояния u в состояние v, причем 0 ≤ u < v ≤ n: 
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Для расчета среднего времени перехода из 

произвольного состояния v в состояние u, при-

чем 0 ≤ u < v ≤ n, в исходной марковской модели 

делаем состояние v исходным, а состояние u 

поглощающим, и получаем следующую модель 

(рис. 11) и систему уравнений: 
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 Авторами была выведена следующая фор-

мула для расчета среднего времени перехода из 

состояния v в состояние u, причем 0 ≤ u < v ≤ n: 
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Таким образом, формулы 14 и 15 позволяют 

вычислить среднее время перехода из любого 

заданного состояния в любое другое состояние. 

4. СИСТЕМА С МНОЖЕСТВОМ

ИДЕНТИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ, ЗАДАННЫМ 

ПОРОГОМ ОТКАЗА И БЕЗ ОТКЛЮЧЕНИЯ 

ПРИ ДОСТИЖЕНИИ ПОРОГА ОТКАЗА  

Пусть имеется система с n идентичными 

восстанавливаемыми элементами с одинаковы-



ИНФОР МАТ ИК А,  В ЫЧИСЛ И ТЕЛЬНАЯ  ТЕХНИК А И УП РАВЛЕН ИЕ  162 

ми интенсивностями отказов и восстановления, 

причем система неработоспособна при отказе s 

и более элементов, причем 1 ≤ s ≤ n.  

Кроме того, пусть при достижении состоя-

ния s система теряет работоспособность, но не 

отключается, и оставшиеся работоспособные 

элементы могут продолжать отказывать вплоть 

до отказа всех n элементов, а отказавшие эле-

менты могут восстанавливаться, и при достиже-

нии состояния s – 1 система вновь становится 

работоспособной.  

Тогда обобщенная марковская модель сис-

темы (рис. 12):  

Выведем теперь формулы для ряда важней-

ших показателей надежности системы. 

Стационарный коэффициент готовности 

системы является суммой стационарных веро-

ятностей состояний 0…s – 1, в которых система 

работоспособна, и они рассчитываются по фор-

муле 13. Тогда, стационарный коэффициент го-

товности системы: 
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Среднее время наработки системы до перво-

го отказа из полностью исправного состояния 

является средним временем перехода из состоя-

ния 0 в состояние s и выводится из формулы 14 

при подстановке u = 0 и v = s: 
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Среднее время наработки на отказ является 

средним временем перехода из состояния s – 1 в 

состояние s и выводится из формулы 14 при 

подстановке u = s – 1  и v = s:
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Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния является 

средним временем перехода из состояния n в 

состояние s – 1 и выводится из формулы 15 при 

подстановке u = s – 1 и v = n:

 .
μ

λ

μ

1

0 0 1

1,   


 



 





 










































sn

k

k

q

ksn

j jqn

jqn

qn

snT  (19) 

0 1

λ0 λ1

μ1 μ2

n

λn–1

n–1

λn–2

μn–1 μn 

Рис. 9. Граф для расчета вероятностей состояний системы с n идентичными элементами 
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Рис. 10. Граф для расчета среднего времени перехода из состояния u в состояние v 
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Рис. 11. Граф для расчета среднего времени перехода из состояния v в состояние u 
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Рис. 12. Граф системы с n идентичными элементами и порогом отказа s 
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Рис. 13. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s, 

f нагруженными элементами и r ремонтными бригадами 
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Рис. 14. Граф состояний рассматриваемой системы водоснабжения 

Среднее время восстановления является 

средним временем перехода из состояния s в 

состояние s – 1 и выводится из формулы (15) 

при подстановке u = s – 1  и v = s: 
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Особо отметим, что коэффициент готовно-

сти связан со средним временем наработки на 

отказ и среднем временем восстановления тож-

деством: .1;
1,,1

,1
ns

TT

T
K

ssss

ss

Г 






 

5. СИСТЕМА С N ИДЕНТИЧНЫМИ

ЭЛЕМЕНТАМИ, ПОРОГОМ ОТКАЗА S, 

F НАГРУЖЕННЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 

И R РЕМОНТНЫМИ БРИГАДАМИ 

Пусть имеется система с n идентичными 

восстанавливаемыми элементами с интенсивно-

стями отказов λ  и восстановления μ , причем 

система неработоспособна при отказе s и более 

элементов, причем 1 ≤ s ≤ n. Кроме того, пусть 

при достижении состояния s система не отклю-

чается и продолжает функционировать, при 

этом оставшиеся элементы могут отказывать, а 

отказавшие элементы могут восстанавливаться, 

и при достижении состояния s – 1 система вновь 

становится работоспособной. Кроме того, пусть 

одновременно могут отказывать не более f эле-

ментов, причем 1 ≤ f ≤ n, и одновременно могут 

восстанавливаться не более r элементов, причем 

1 ≤ r ≤ n. Тогда марковская модель системы 

(рис. 13) является частным случаем рассмотрен-

ной выше общей модели с интенсивностями пе-

реходов 10 ;),min(λλ  nifini  и 

njrjj 1 ;),min(μμ  . 

Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы: 
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния: 
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Среднее время наработки на отказ:
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Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния:
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Среднее время восстановления: 
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Пример. Имеется система водоснабжения, 

состоящая из n = 5 насосов, из них f = 3 являют-

ся нагруженными, остальные находятся в нена-

груженном резерве. Число ремонтных бригад 
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r = 3. Система обеспечивает требуемый объем 

воды, если работают не менее 3 насосов. В слу-

чае отказа s = n – 3 + 1 = 3 и более насосов, сис-

тема продолжает работать, но не обеспечивает 

требуемый объем. Интенсивность отказов  на-

сосов 1/720λ   (в среднем раз в месяц), интен-

сивность восстановления 1/12μ   (в среднем в 

течение 12 часов). Рассчитать показатели на-

дежности системы водоснабжения. 

Решение. Имеем следующий граф состояний 

для рассматриваемой задачи (рис. 14).  

Очевидно, задача является частным случаем 

рассмотренной выше системы с 5 элементами, 

порогом отказа 3, с 3 нагруженными элемента-

ми и 3 ремонтными бригадами. 

Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы водоснабжения:  
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния: 
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Частный случай 1. Система из n одинако-

вых восстанавливаемых элементов c порогом 

отказа 1 ≤ s ≤ n со всеми нагруженными элемен-

тами (f = n) и неограниченными ремонтными 

возможностями (r = n). 

Тогда марковская модель системы (рис. 15) 

является частным случаем рассмотренной выше 

общей модели с интенсивностями переходов 
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Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы: 
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния:
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Среднее время наработки на отказ:
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Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния:
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Среднее время восстановления:
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Примечание 1. В частности, при s = 1 имеем 

чисто последовательную систему (неработоспо-

собную при отказе любого элемента). Стацио-

нарный коэффициент готовности системы: 
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Среднее время до первого восстановления из 

полностью неисправного состояния: 
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Рис. 15. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s, со всеми нагруженными 

элементами и неограниченным ремонтом 
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Рис. 16. Граф состояний вычислительной системы 
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Рис. 17. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s,  

со всеми нагруженными элементами и одной ремонтной бригадой 

 

Примечание 2. В частности, при s = n имеем 

чисто параллельную систему (неработоспособ-

ную только при отказе всех элементов). Ста-

ционарный коэффициент готовности системы: 

.
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λ
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  Среднее время 

наработки до первого отказа из полностью ис-

правного состояния: .
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Среднее время наработки на отказ: 

.1
λ

μ
1

μ

1
,1 
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nn
n

T  Среднее время вос-

становления (совпадает со средним временем до 

первого восстановления из полностью неис-

правного состояния): .
μ

1
1,

n
T nn   

Пример. Имеется отказоустойчивая вычис-

лительная система, состоящая из n = 3 идентич-

ных вычислительных блоков, выполняющих 

одни и те же вычисления. В качестве результата 

выбирается вариант, полученный большинством 

вычислительных блоков (мажоритарный прин-

цип). Соответственно, при отказе s = 2 и более 

вычислительных блоков система дает неверные 

результаты вычислений. Интенсивность отказов 

вычислительного блока 1/8760λ   (отказы в 

среднем раз в год), интенсивность восстановле-

ния 1/24μ   (в среднем в течение суток). Все 

вычислительные блоки являются нагруженны-

ми, и имеются неограниченные ремонтные воз-

можности. Рассчитать показатели надежности. 

Решение. Граф состояний для рассматри-

ваемой задачи (рис. 16): 

Стационарный коэффициент готовности вы-

числительной системы: 

.9999776454,0
μ)λ(

λμ3μ

)()(

3

23

10Г







 PPK

  

Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния: 

540200
6λ

5λμ
22,0 


T  часов. 

Среднее время наработки на отказ:

 537280
6λ

3λμ
22,1 


T  часов. 

Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния:

 20
6μ

5μλ
21,3 


T  часов. 

Среднее время восстановления:

 12
6μ

3μλ
21,2 


T  часов. 

 

Частный случай 2. Система из n одинако-

вых восстанавливаемых элементов c порогом 

отказа 1 ≤ s ≤ n со всеми нагруженными элемен-

тами (f = n) и только с одной ремонтной брига-

дой (r = 1). Тогда марковская модель системы 

(рис. 17) является частным случаем рассмотрен-

ной выше общей модели с интенсивностями пе-

реходов 10 λ;)(λ  niini   и 

njj 1 μ;μ  . 

Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы: 
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния:
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Среднее время наработки на отказ:
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Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния:
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Среднее время восстановления:
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Частный случай 3. Система из n одинако-

вых восстанавливаемых элементов c порогом 

отказа 1 ≤ s ≤ n с одним нагруженным элемен-

том (f = 1) и неограниченными ремонтными 

возможностями (r = n). 

Тогда марковская модель системы (рис. 18) 

является частным случаем рассмотренной выше 

общей модели с интенсивностями переходов 

10 λ;λ  nii  и njjj 1 μ;μ  : 

Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы: 
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния:
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Среднее время наработки на отказ:
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Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния:
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Среднее время восстановления:
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Частный случай 4. Система из n одинако-

вых восстанавливаемых элементов c порогом 

отказа 1 ≤ s ≤ n  с одним нагруженным элемен-

том (f = 1) и одной ремонтной бригадой (r = 1). 

Тогда марковская модель системы (рис. 19) 

является частным случаем рассмотренной выше 

общей модели с интенсивностями переходов 

10 λ;λ  nii  и njj 1 μ;μ  . 

Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы: 
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния:
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Рис. 18. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s,  

одним нагруженным элементом и неограниченным ремонтом 
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Рис. 19. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s,  

одним нагруженным элементом и одной ремонтной бригадой 
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Рис. 20. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s 

и аварийным отключением системы при достижении состояния s 
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Среднее время до первого восстановления 

из полностью неисправного состояния:
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6. СИСТЕМА С МНОЖЕСТВОМ

ИДЕНТИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ, ЗАДАННЫМ 

ПОРОГА ОТКАЗА И С ОТКЛЮЧЕНИЕМ 

ПРИ ДОСТИЖЕНИИ ПОРОГА ОТКАЗА 

Пусть имеется система с n идентичными 

восстанавливаемыми элементами с одинаковы-

ми интенсивностями отказов и восстановления, 

причем система неработоспособна при отказе s 

и более элементов, причем 1 ≤ s ≤ n.  

Кроме того, пусть при достижении состоя-

ния s система аварийно отключается, и остав-

шиеся работоспособные элементы не могут от-

казывать, а отказавшие элементы могут восста-

навливаться, и после восстановления одного 

элемента система вновь становится работоспо-

собной. Тогда обобщенная марковская модель 

системы (рис. 20): 

Выведем теперь формулы для расчета пока-

зателей надежности системы. 

Стационарный коэффициент готовности 

системы является суммой стационарных веро-

ятностей состояний 0…s – 1, в которых система 

работоспособна, и она выводится из формулы 

(13) при интенсивностях 0λλ 1  ns  : 
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Среднее время наработки системы до перво-

го отказа из полностью исправного состояния 

является средним временем перехода из состоя-

ния 0 в состояние s, и выводится из формулы 14 

при u = 0 и v = s: 

.
λ

μ

λ

11

0 0

1

1

,0   


 



 














































s

k

k

q

ks

j jq

jq

q

sT  (22) 

Среднее время наработки на отказ является 

средним временем перехода из состояния s – 1 в 

состояние s, и выводится из формулы 14 при u = 

s – 1  и v = s:
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Среднее время до полного восстановления 

из аварийного состояния является средним вре-

менем перехода из состояния s в состояние 0, и 

выводится из формулы 15 при u = 0  и v = s, и 

интенсивностях переходов 0λλ 1  ns  :
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Среднее время восстановления является 

средним временем перехода из состояния s в 

состояние s – 1, и выводится из формулы 15 при 

u = s – 1  и v = s, и интенсивностях переходов 

0λλ 1  ns  : 

.
μ

1
1,

s

ssT   (25) 

Особо отметим, что коэффициент готовно-

сти связан со средним временем наработки на 
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отказ и средним временем восстановления тож-

деством: .1;
1,,1

,1

Г ns
TT

T
K

ssss

ss









Примечание. Если 0μ s , то получаем мо-

дель системы с необратимым отказом. Несмотря 

на то, что элементы системы являются восста-

навливаемыми, в целом система оказывается 

невосстанавливаемой и функционирует до пер-

вого отказа. Стационарный коэффициент готов-

ности такой системы 0ГK . Формула для вы-

числения среднего времени наработки до перво-

го отказа из полностью исправного состояния 

sT 0  остается такой же. Временные показатели

ssT 1 , 1ssT
 и 0sT

 теряют смысл. Примером 

таких систем являются избыточные дисковые 

массивы хранения данных RAID (redundant array 

of inexpensive disks). 

Мы не будем повторно рассматривать раз-

личные частные случаи данной модели, как это 

было сделано выше, поскольку соответствую-

щие формулы могут быть получены путем соот-

ветствующих подстановок для интенсивностей 

переходов iλ  и jμ . 

Ограничимся рассмотрением одного специ-

ального случая системы из n идентичных эле-

ментов с равномерным перераспределением на-

грузки при отказе элементов с пропорциональ-

ным увеличением интенсивности отказов ос-

тавшихся элементов, одной ремонтной 

бригадой, и отключением системы при дости-

жении порога отказа s. 

Частный случай. Пусть имеется система из 

n идентичных элементов, аварийно отключаю-

щаяся при отказе s элементов, со всеми нагру-

женными элементами и одной единственной 

ремонтной бригадой.  

Базовая интенсивность отказов при работо-

способности всех элементов равна λ . При отка-

зе элементов нагрузка отказавших элементов 

равномерно перераспределяется между остав-

шимися элементами с учетом того, что у них 

есть определенные запасы мощности для вы-

полнения дополнительной нагрузки. Будем уп-

рощенно считать, что интенсивность отказов 

элементов при этом пропорционально возраста-

ет и становится равной )(λ knn  , где k – чис-

ло отказавших элементов. Тогда, поскольку 

число оставшихся элементов равно kn , не-

трудно заметить, что суммарная интенсивность 

отказов всех работающих элементов при таком 

перераспределении нагрузки будет равна λn  

при любом количестве отказов k < s. 

Интенсивность восстановления (замены) 

элемента равна μ . В силу ограниченных ре-

монтных возможностей в каждый момент вре-

мени только один элемент может находиться в 

ремонте. Кроме того, после аварийного отклю-

чения системы помимо восстановления одного 

элемента необходима дополнительная работа по 

запуску системы. Соответственно, итоговая ин-

тенсивность вывода из аварийного состояния 

равна γ , причем μγ  . 

Тогда имеем следующую модель надежно-

сти (рис. 21), получаемую из общей модели с 

аварийным отключением путем подстановки в 

качестве интенсивностей: λλλ 10 ns   , 

μμμ 11  s  и γμ s . 

Соответственно, стационарный коэффици-

ент готовности системы: 
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Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния:
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Среднее время наработки на отказ:
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Рис. 21. Граф системы с n идентичными элементами, порогом отказа s, перераспределением нагрузки, 

одной ремонтной бригадой и аварийным отключением при отказе s элементов 
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Рис. 22. Граф состояний системы электропитания 

Среднее время до полного восстановления 

из аварийного состояния: 
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Среднее время восстановления: 
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Пример. Имеется система электропитания, 

состоящая из n = 5 идентичных блоков питания 

с интенсивностями отказов 8760/1λ   (в сред-

нем раз в год). Система обеспечивает электро-

питанием некоторую установку, которая в рав-

ных долях использует мощности всех работо-

способных блоков питания. При отказе блоков, 

потребляемая мощность равномерно перерас-

пределяется между оставшимися блоками. Со-

ответственно, также пропорционально возраста-

ет интенсивность отказов оставшихся блоков.  

Интенсивность восстановления блоков пи-

тания 48/1μ   (в среднем 48 часов). В каждый 

момент времени может ремонтироваться только 

один блок питания.  

Мощности блоков питания хватает для того, 

чтобы обеспечивать требуемую нагрузку при 

работоспособности не менее 3 блоков. При от-

казе s = (n – 3) + 1 = 3 блоков питания, система 

электропитания аварийно отключается. Интен-

сивность восстановления системы из аварийно-

го состояния, включая восстановление блока 

питания и дополнительные работы, составляет 

60/1γ   (в среднем 60 часов). Рассчитать пока-

затели надежности системы. 

Решение. Граф состояний для рассматри-

ваемой задачи (рис. 22). 

Стационарный коэффициент готовности 

системы: 

9999749986,0Г K . 

Среднее время наработки до первого отказа 

из полностью исправного состояния: 

24672543,0 T  часов. 

Среднее время наработки на отказ:

23998023,2 T  часов. 

Среднее время до полного восстановления 

из аварийного состояния:

1590,3 T  часов. 

Среднее время восстановления:

602,3 T  часов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в рамках статьи рассмотре-

ны известные модели надежности и расчетные 

формулы для показателей надежности восста-

навливаемого элемента, системы из двух иден-

тичных восстанавливаемых элементов, извест-

ная обобщенная марковская цепь гибели и раз-

множения и формула для расчета стационарных 

вероятностей состояний для системы из n иден-

тичных элементов.  

Кроме того, приведены полученные автора-

ми математические модели и их решения для 

расчета среднего времени переходов из произ-

вольного состояния u в произвольное состояние 

v, причем u < v, и среднего времени обратного 

перехода для обобщенной марковской цепи ги-

бели размножения. Также рассмотрен ряд част-

ных случаев с выведенными для них расчетны-

ми формулами и несколько примеров расчета 

показателей надежности. 

Полученные теоретические результаты ис-

пользовались в многолетней практике  проекти-

рования и эксплуатации систем хранения, обра-

ботки и передачи данных НИУ МЭИ (ТУ), Ба-

лаковской АЭС, ОАО «Красный Пролетарий» и 

ряда других предприятий, а также при препода-

вании дисциплины «Диагностика и надежность 

автоматизированных систем». 
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