
 2019. Т. 23, № 1 (83). С. 104–109 http://journal.ugatu.ac.ru 
ISSN 2225-2789 (Online) ISSN 1992-6502 (Print) 

 

УДК 519.651 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ РАСШИРЕННОЙ ФУНКЦИИ КОББА−ДУГЛАСА 
В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ 

О .  Г.  КАНТОР 1 ,  С.  И .  СПИВАК 2  
1 o_kantor@mail.ru, 2 semen.spivak@mail.ru 

1 ФГБОУ ВО «Уфимский государственный нефтяной технический университет» (УГНТУ) 
2 ФГБОУ ВО «Башкирский государственный университет» (БГУ), Институт нефтехимии и катализа РАН (ИНК РАН) 

Поступила в редакцию 03.04.2019 

Аннотация. Построение производственных функций Кобба−Дугласа − одного из 
наиболее востребованных инструментов анализа взаимосвязи результирующих и 
объясняющих факторов производственно-экономической деятельности традиционно 
осуществляется с использованием математико-статистических методов. Проблемы 
идентификации моделей данного типа во многом обусловлены априорной неопреде-
ленностью имеющихся данных, в частности, их неточностью и недостаточной глуби-
ной представления. Приводится описание разработанного метода параметрической 
идентификации расширенной производственной функции Кобба−Дугласа, нивелиру-
ющего данные виды неопределенности, который основан на использовании идеи 
Л. В. Канторовича для расчета интервальных оценок искомых параметров. 

Ключевые слова: область неопределенности; предельно допустимые оценки пара-
метров; неопределенность исходных данных; расширенная функция Кобба−Дугласа; 
подход Л. В. Канторовича. 

ВВЕДЕНИЕ 

Производственные функции Коб-
ба−Дугласа активно применяются в иссле-
дованиях для установления зависимости 
между результирующими показателями 
производственной деятельности (Y)  
и  влияющими  на них экзогенными 
факторами (K – капитал и L – труд) [1]: 

α1α −= LAKY .    (1) 
В силу прозрачности трактовки своих 

параметров классическая функция Коб-
ба−Дугласа (1) получила широкое распро-
странение в исследовательской практике 
[2−4]. Вместе с тем наблюдается и большое 
стремление увеличить сферу применения 
данного инструментария прикладного ана-
лиза за счет включения в модель (1) бόль-
шего числа факторов [2, 5]. Однако в силу 
ряда объективных причин расширенные 
функции Кобба Дугласа  на сегодняшний 

день остаются скорее желаемым, чем реаль-
ным инструментом изучения взаимосвязи 
производственных факторов.  

К числу основных классов проблем, с 
которыми сталкиваются исследователи при 
построении расширенных производствен-
ных функций, относятся проблемы, связан-
ные с неполнотой исходных данных, что 
объясняется ограниченностью имеющейся 
статистической информации, и с вычисли-
тельными сложностями, которые возникают 
в рамках применения математико-
статистических методов – основного ин-
струментария, используемого для определе-
ния оценок искомых параметров. В частно-
сти, возможности использования математи-
ко-статистических методов для построения 
моделей (2) существенно ограничиваются 
имеющимися «короткими» рядами данных, 
что априори не позволяет получать стати-
стически значимые оценки параметров. 

Вестник УГАТУ 

−
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Таким образом, становится очевидным 

применение специальных походов к эмпи-
рической проверке расширенной функции 
Кобба−Дугласа. 

Будем рассматривать расширенную 
функцию Кобба−Дугласа следующего вида: 

n
nXXXY αα

2
α
10

21α ⋅⋅⋅⋅= 2  

 1ααα 21 =+++ n2 ,  (2) 

0α ≥j , n,j 0= , 

где X1, …, Xn – экзогенные переменные мо-
дели; Y – эндогенная;  jα , n,j 1= ,   – пара-
метры, являющиеся коэффициентами эла-
стичности по соответствующим экзогенным 
факторам; 0α  – параметр, характеризующий 
масштаб экономики в целом. 

Исходная информация представляет со-
бой наборы значений: 

 ( ) ( ) ( ){ }iii Y,Х,,Х n21 , m,i 1= ,       (3) 

относительно которых нельзя утверждать, 
что они являются абсолютно точными. По-
этому будем считать, что истинные значения 
исходных данных принадлежат некоторым, 
не всегда заранее известным, интервалам: 

 ( ) ( ) ( )[ ]i
j

i
j

i
j Х,ХХ ∈ , ( ) ( ) ( )[ ]iii Y,YY ∈ ,     (4) 

 m,i 1= , n,j 1= .      

Ключевые идеи. По сути, сказанное 
выше означает, что параметры модели (2) 
имеют интервальную неопределенность. 
В этих условиях может оказаться нецелесо-
образным определение единственного набо-
ра значений параметров { }n,,, ααα 10 2 , так 
как в силу того, что для исходных данных 
характерна интервальная неопределенность, 
единственность параметров модели (2) бу-
дет означать, что получено точное решение 
на основании априори неточных данных. 
Поэтому более уместным может оказаться 
поиск интервалов значений параметров

[ ]jjj , ααα ∈ , n,j 0= , обеспечивающих при-
емлемые значения с позиций введенного 
критерия оптимальности, характеризующе-
го соответствие экспериментальных и рас-
четных значений переменной Y. 

В настоящем исследовании для целей 
построения расширенных функций Коб-
ба−Дугласа представлен метод, базирую-
щийся на идее получения точных двусто-
ронних границ для параметров моделей и 
областей расположения искомых и наблю-
даемых величин, автором которой является 
выдающийся ученый Л. В. Канторович [6]. 

ОПИСАНИЕ МЕТОДА 
ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ 

МОДЕЛИ 

Поясним суть предлагаемого метода на 
примере задачи параметрической иденти-
фикации произвольной функциональной 
зависимости 

 ( )x,afy = ,  (5) 

в которой определению подлежат парамет-
ры { }na,,aa 21= . Исходная информация 
представляет собой наборы значений 

 ( ) ( ){ }ii y,x , m,i 1=  . (6) 

Для оценки степени близости расчетных 
и экспериментальных данных при опреде-
лении точного вида зависимостей (5) необ-
ходимо осуществлять их сопоставление. 
Для этого, традиционно, в рассмотрение 
вводятся величины невязок – разности меж-
ду экспериментальными ( )( )iy  и расчетны-
ми ( )( )iŷ  значениями переменной y: 

 ( ) ( )ii yŷ − , m,i 1= .  (7) 

Условие того, что модель (5) описывает 
экспериментальные данные (6) в пределах 
заданной для каждого наблюдения погреш-
ности tξ , может быть сформулировано сле-
дующим образом: 

 ( ) ( )
i

ii yŷ ξ≤− , m,i 1= .  (8) 

Очевидно, что величины невязок зависят 
от значений параметров { },a,,aa n21=  
определяющих точный вид модели (5). Для 
одной модели может существовать множе-
ство наборов параметров, одинаково хоро-
шо описывающих наблюдения, и суще-
ственно различающихся между собой. Со-
вокупность значений определяемых пара-
метров по всем таким наборам, очевидно, 
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задает область, вне которой ни одна точка 
не удовлетворяет экспериментальным дан-
ным с позиций обеспечения приемлемых 
значений невязок (5). Для совокупности 
таких значений параметров будем исполь-
зовать обозначение *Λ  и термин «область 
неопределенности», в том смысле, что 
каждая точка этой области определяет 
набор параметров, который может быть 
использован для формирования оконча-
тельного вида модели (5). 

Определим по каждому из параметров 
{ }na,,aa 21=  интервал неопределенности 

как некоторый отрезок 
 [ ]jjj a,aa ∈ , n,j 1= ,  (9) 

вариация ja  внутри которого сохраняет 
совместность системы (8). 

Границы интервалов неопределенностей 
(9) по каждому из параметров будем называть 
предельно допустимыми оценками парамет-
ров идентифицируемой зависимости (5). 

Постановка задач определения интерва-
лов (9) при условии удовлетворения систе-
мы ограничений (8) не требует знания ин-
формации о статистических свойствах рас-
пределения погрешности измерений, ввиду 
того, что величины { }iξ  в системе нера-
венств (8) представляют характеристики аб-
солютных погрешностей аппроксимации 
наблюдаемых величин, информация о вели-
чине которых может присутствовать у ис-
следователя (например, на основании тех-
нических характеристик используемых при-
боров). Определим наибольшее из величин 
{ }iξ : { }.i

m,i
ξmaxξ

1=
=  Тогда выполнение усло-

вий (8) означает, что модель описывает 
наблюдения в пределах, обусловленных ве-
личиной ξ , для обозначения которой будем 
использовать термин «предельно допусти-
мая погрешность аппроксимации». 

Очевидно, что область неопределенно-
сти *Λ  идентифицируемой зависимости 
находится внутри множества неопределен-
ности Λ , задаваемого прямым произведе-
нием интервалов (9): 

 [ ] [ ]nn a,aa,a ××=Λ 211 .  (10) 

Исследователю может быть доступна 
информация, уточняющая значения иден-
тифицируемой зависимости, причем отно-
ситься она может к временным интервалам 
как ретроспективного, так и перспективного 
анализа. Такая информация приводит к 
сужению множества Λ . 

Предельно допустимые оценки парамет-
ров позволяют получить оценку степени не-
определенности решения задачи параметри-
ческой идентификации [7]. Действительно, 
в силу того, что справедлива вложенность 
множеств Λ⊂Λ* , неопределенность пред-
полагаемого решения может быть оценена 
на основе анализа диаметра множества не-
определенности (10): 

 ( )jj
n,j

* aadiamdiam −=Λ=Λ
=1

max .  (11) 

МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
РАСШИРЕННОЙ ФУНКЦИИ 

КОББА−ДУГЛАСА 

Применение описанного выше подхода к 
определению параметров расширенной 
функции Кобба Дугласа (2) сводится к реа-
лизации трех этапов. 

1. Линеаризация модели (2): 

 nn XXY lnαlnααlnln 110 +++= 2  

 1ααα 21 =+++ n2 ,  (12) 

0α ≥j , n,j 0= . 

2. Расчет предельно допустимой по-
грешности аппроксимации *ξ , что осу-
ществляется на основе решения задачи: 

 minξ→  

 ( ) ( ) ξlnln - ≤ii ŶY , m,i 1= , 

 1ααα 21 =+++ n2 ,  (13) 

 0α ≥j , n,j 0= . 

Результатом численной реализации мо-
дели (13) является предельно допустимая 
погрешность аппроксимации *ξ  и точечные 
оценки параметров *

jα , n,j 0= . 
3. Расчет по каждому из параметров 

модели  (2)   интервалов   [ ] ,, jj αα   n,j 0= , 

−
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вариация значений внутри которых обеспе-
чивает заданный уровень точности модели 
( ),* δ1ξ + где 0δ ≥  – параметр, характеризу-

ющий приемлемый уровень вариации зна-
чений предельно допустимой погрешности 
аппроксимации.  

Для выявления интервалов [ ] ,, jj αα

n,j 0=  необходимо решить 2n+2 задач сле-
дующего вида 

( )maxminα →j , n,j 0=

( ) ( ) ( )δ1ξln-ln * +≤ii ŶY , m,i 1= , 

1ααα 21 =+++ n2 ,  (14) 

0α ≥j , n,j 0= . 

Введение параметра δ  обусловлено 
необходимостью учета априорной неопре-
деленности исходных данных (3). След-
ствием принятия за основу интервального 
типа этой неопределенности (4) является и 
то, что достигнутая точность полученного 
решения не должна мериться единственной 
величиной, а должна задаваться некоторым 
диапазоном приемлемых значений. 

Оценка точности соответствия фактиче-
ских и рассчитанных по модели (2) значе-
ний переменной Y будем проводить на ос-
нове средней ошибки аппроксимации: 

( ) ( )

( ) 100 %
1

1
⋅= ∑

=

−m

t
i

ii

Y
ŶY

m
A .  (15) 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Численная реализация представленного 
подхода проводилась на примере построе-
ния расширенной функции Кобба−Дугласа 
в рамках анализа влияния уровней образо-
вания занятых в Республике Башкортостан 
на ключевой макроэкономический пара
метр

 
– валовой региональный продукт (ВРП) 

в 2001−2014 гг. Перечень используемых в 
модели переменных приведен в табл. 1.  

Значения переменных Y и X1 были при-
ведены к сопоставимому виду с использо-
ванием индексов−дефляторов физического 
объема ВРП и цен производителей в строи-
тельстве соответственно (рис. 1). 

Таблица 1  
Переменные модели (2) 

Обозначение 
переменной Наименование показателя 

Y ВРП (в ценах 2001 г.), млрд руб. 

X1 
Стоимость основных фондов 
(в ценах 2001 г.), млрд руб. 
Среднегодовая численность занятых 
в экономике, тыс. чел 

X2 – с высшим образованием;

X3 – со средним профессиональным
образованием; 

X4 – с начальным профессиональным
образованием; 

X5 – со средним полным образованием;
X6 – с основным общим образованием;

X7 
– не имеющих основного общего
образования 

Рис. 1. Динамика стоимостных показателей модели (2) 

Данные о среднегодовой численности 
занятых в экономике региона (рис. 2) фор-
мировались на основе официальных стати-
стических источников [8]. 

Рис. 2. Динамика среднегодовой численности заня-
тых в экономике Республики Башкортостан

-
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Результаты проведенных расчетов по 
модели (13) позволили идентифицировать 
расширенную функцию Кобба−Дугласа: 

0,111
7

0,046
4

0,842
2 XXXY ⋅⋅= .  (16) 

Средняя ошибка аппроксимации исход-
ных данных производственной функцией 
(16) составляет 13,8 %, значение предельной 
абсолютной погрешности аппроксимации –

2490ξ ,* = . 
Вид модели (16) позволяет сделать сле-

дующие выводы: 
• в определяющей степени на резуль-

тирующую переменную Y оказывает влия-
ние переменная X2 – среднегодовая числен-
ность занятых в экономике с высшим обра-
зованием (соответствующий коэффициент 
эластичности равен 0,842); 

• влияние переменной X1, характери-
зующей стоимость основных фондов, на 
ВРП незначимо; 

• в целом экономика региона характе-
ризуется постоянным масштабом (коэффи-
циент α0=1,0). 

В соответствии с описанной выше кон-
цепцией отображения интервальной не-
определенности исходных данных на основе 
решения задач (14) были получены интер-
вальные оценки параметров расширенной 
функции Кобба−Дугласа (табл. 2). Прием-
лемый диапазон вариации значений пре-
дельно допустимой погрешности аппрокси-
мации был принят на уровне 5 % ( ).0,05δ =

Таблица 2  
Результаты численной реализации модели (14) 

Параметры Интервал значений 
параметра 

Диапазон вариации 
средней ошибки 
аппроксимации 

α0 [1,000; 1,037] [14,40; 14,45] 
α1 [0,000; 0,037] [14,42; 14,50] 
α2 [0,536; 0,894] [13,54; 16,77] 
α3 [0,000; 0,029] [13,98; 14,45] 
α4 [0,000; 0,329] [14,50; 15,76] 
α5 [0,000; 0,032] [14,00; 14,52] 
α6 [0,000; 0,064] [14,08; 16,62] 
α7 [0,095; 0,128] [15,71; 16,62] 

 Как следует из представленных резуль-
татов: 

• определяющее влияние на результи-
рующую переменную Y оказывают пере-

менные X2 и X7 (диапазоны значений соот-
ветствующих параметров снизу ограничены 
существенно отличной от нуля величиной); 

• влияние переменной X4 требует более
детального изучения ввиду того, что в за-
данном диапазоне точности модели соот-
ветствующий коэффициент эластичности 
может принимать как значения, близкие к 
нулю, так и существенно от него отличные; 

• влияние всех остальных экзогенных
переменных на фактор Y является мало зна-
чимым; 

• экономика региона в период
2001−2014 гг. характеризуется неизменным 
масштабом, о чем свидетельствует интервал 
значений параметра α0. 

Таким образом, рассчитанные интер-
вальные оценки параметров позволили по-
лучить более емкие и обоснованные выводы 
в рамках исследованной расширенной 
функции Кобба−Дугласа. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе представлен метод определе-
ния параметров расширенной функции 
Кобба−Дугласа, отличительной особенно-
стью которого является получение интер-
вальных оценок значений по каждому из 
параметров. Показано, что данный подход 
целесообразно использовать в условиях не-
определенности исходных данных, 
обусловленной их неточностью и 
неполнотой. 

Для представленного подхода разрабо-
тано необходимое математическое обеспе-
чение, согласно которому проблема иден-
тификации расширенной функции Коб-
ба−Дугласа сводится к последовательному 
решению задач линейного программирова-
ния двух типов: (13) и (14). По результатам 
численного решения задачи (13) устанавли-
вается величина наилучшего приближения 
имеющихся данных – предельная абсолют-
ная погрешность аппроксимации, по ре-
зультатам решения задач (14) рассчитыва-
ются предельно допустимые оценки пара-
метров модели, которые задают диапазоны 
вариации значений для каждого из парамет-
ров и позволяют оценить степень неопреде-
ленности полученного решения. 
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Важным преимуществом представлен-

ного метода является возможность прово-
дить исследования на данных, для которых 
характерно отсутствие большого количества 
наблюдений. 

Возможности представленного метода 
показаны на примере исследования зависи-
мости ВРП Республики Башкортостан от 
стоимости основных фондов и среднегодо-
вой численности занятых в экономике реги-
она в разрезе уровней образования, прово-
димого при помощи семифакторной функ-
ции Кобба−Дугласа на основе данных за 
2001−2014 гг. 
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