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Аннотация. Получены квазистационарные решения двух типов задач электрохимиче­
ского формообразования: обработки заготовки, имевшей до обработки угловую фор­
му, угловым электрод-инструментом с произвольным углом раствора без изоляции и 
с изоляцией. Использована ступенчатая функция выхода по току. Электрическое поле 
считалось потенциальным и соленоидальным. Задачи решались с помощью кон­
формных отображений. Получены точные (в квадратурах) решения этих задач и про­
ведено параметрическое исследование. Найдены формы обрабатываемой поверхно­
сти в различные моменты времени при различных углах наклона передней стенки 
э л е ктр ода - инструмента.

Ключевые слова: комплексный потенциал; конформное отображение; выход по току; 
предельная модель; квазистационарное приближение.

Модель (1) позволяет сформулировать и 
решить задачи квазистационарного формо­
образования [3, 4]. При применении модели 
(1), (2) квазистационарное приближение 
формируется заданием на участках с боль­
шой плотностью тока обычного условия 
стационарности, а на других -  условия j = j \ .  
На участках, где j < j \  растворение отсутству­
ет, сохраняется исходная форма заготовки. 
Приближение заключается в использовании 
условия стационарности, поскольку в ре­
альности стационарное решение устанавли­
вается асимптотически. Однако в [5] пока­
зано, что точность приближения достаточно 
высока (до 3-4 значащих цифр). Условие 

j = j \  в нестационарных процессах выполня­
ется динамически, когда выход по току 
скачком меняется от нуля до г|о и наоборот, 
поэтому не приводит к неточности.

В данной работе для исследования про­
цессов с предельно высокой локализацией 
рассматривается ситуация, при которой 
максимальное значение плотности тока на 
поверхности анода Eq равно критическому

ВВЕДЕНИЕ

Как было предложено в [1, 2], для моде­
лирования процессов электрохимической 
обработки (ЭХО) используется ступенчатая 
зависимость выхода по току г|(у) от плот­
ности тока j

ПО):
По> J > j \ >

0 < ц < 1 1 о ,  j  = j \ ,  (1)

О, j  < h

при применении для моделирования про­
цесса ЭХО закона Фарадея

v e c m = k п А  А' = ке р , (2)
к

где Vecm-  скорость электрохимического рас­
творения; s -  электрохимический эквива­
лент; р -  плотность растворяемого металла; 
к -  электропроводность электролита; j \  -  
критическое значение плотности тока, огра­
ничивающее зону растворения.

Работа поддержала грантом РФФИ 17-07-00356.
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значению Е\ = j \  к . Далее решаются две 
задачи: с неизолированной и с изолирован­
ной передней стенкой электрода- 
инструмента (ЭИ). В [б] решены задачи та­
кого типа с прямоугольным клином и пла­
стиной.

П ОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 1

Рассмотрим задачу ЭХО при обработке 
угловым ЭИ А С В ' с углом раствора, рав­
ным л/2-у, который движется горизонталь­
но вправо с постоянной скоростью Vet. Се­
чение межэлектродного пространства 
(МЭИ) показано на рис. 1. М  и N  -  точки 
перегиба обрабатываемой поверхности.

в\ \ ®

V V e t

с\ в

ч о

А

\ X

Рис. 1. Формы межэлектродного пространства 
на физической плоскости: 

а  -  перед началом процесса; 6 - в  процессе ЭХО; 
FM N G  — зона постоянного (критического) значения 

напряженности;
AF, GB  — нерастворяемые границы

На плоскости комплексного потенциала 
образом МЭИ является полоса ширины U, 
равной разности потенциалов между элек­
тродами (рис. 2).

При использовании ступенчатой зави­
симости выхода по току (1) при Е \ , равном 
максимуму модуля напряженности |2Г| на 

обрабатываемой поверхности Eq , образу­
ются две зоны с двумя типами краевых 
условий. Первой зоне FMNG  с постоянным 
значением Ш = Е\ на плоскости

Е  = dW  dZ  соответствует дуга окружности 
радиуса Е\ с центром в начале координат. 
Участкам AF  (0=0, 0 -  угол между вектором 
напряженности и осью X) и GB (0=-л/2), где 
отсутствует растворение, на плоскости Е 
соответствуют отрезки, соответственно, 
действительной AF  и мнимой GB осей 
(рис. 3).

В

С

А

В

G

N

■U
М

F

А

¥

0  Ф

Рис. 2. Форма образа МЭП на плоскости 
комплексного потенциала

Е] Ех

Рис. 3. Формы образа МЭП на плоскостях: годо­
графа: а -  первый лист; о -  второй лист

На поверхности ЭИ А 'С угол 0=-л/2, на 
В'С  0=у (вектор напряженности направлен 
по нормали от границы катода). Поэтому на 
плоскости годографа Е  имеем, соответ­
ственно, вертикальный и наклонный .лучи. 
Область на плоскости годографа размеща­
ется на двулистной поверхности. Более 
удобно изобразить каждый лист отдельно 
(рис 3, а, б). Пунктиром обозначена линия 
«склейки» двух листов.
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РЕШ ЕН И Е ЗАДАЧИ 1 

Применив преобразование

£  \е \со =  i I n —  =  0  +  71,  т  =  I n  —  
Ех Ех

(2)

получим фигуру, граница которой содержит 
только части прямых, т.е. многоугольник с 
углами А. В, С, F, G, М, N, равными 0; 0; 0, 
л/2; л/2; 2л, 2л соответственно (рис. 4, а, б).

Используя преобразование Шварца- 
Кристоффеля, получим конформное отоб­
ражение верхней полуплоскости £, 
(рис. 4, в) на этот многоугольник

t e ) =c i j — , (з)

С с"\ т ®

© F
л

‘2 0 0

а А А'
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Рис. 4. Формы образа МЭП на плоскостях со н 

а -  первый лист поверхности со; д -  второй лист 
поверхности со; в -  плоскость £

Интегрируя (3), найдем

(8 + цХ8 + у) 1 1д 1 -  §031
( 5 - р Х б - 1 ) л / 5  g +  5

- ( p + h X p + v )  i _ b  5 -  F ,

1 ( Р - 8 Х Р - 1 )  р / ; +  р

+

+  С 1
(l + pXi + y ) ^ ^ - 1

1 ( i - s X i - p )
(4)

Поскольку в соответствии с рис. 4

'1  + 53

ReC°( 2

Re со
л
2

то

Re J 1 + 5
7

с,

(5 +  p)(5  +  v ) j _  

1 ( 6 - p X S - l )  5

(б + рХб + v)  1 _  i

л
2

R e со

1 (5 -p X S - l)  л /6 2 ’

^1 + р Л

(5)

V 2 

+  Q

„  (5 +  pXS +  v )  1 ,
C j  —---------- 77--------- 7----- =  7Я +

( 5 - p X S - l )  л/б

( i  +  p X i  +  у ) ,  

( i - s X i - P )
/л = y ,

* , r  (1 + mX1 + v) ,—/Я + Cl ------77------Г-7Я — у ,
2  ( 1 - 5 X 1 - P )

(i + p Xi + v) . 
( 1 - s X i - P ) ' X H (6)

H I
(5 + pXS + v) 1

C j  —  7T7Z   = 7 Я  +

+  C i

( 5 - P X 5 - 1 )  5

( i + n X i + y ) , _  , ~  ( p + n X P + y )  i
( i - 5 X i - p ) m + C l  ( p - s X P - i )  P

-=171 :

- 7 Я - 7
Y . 1 , r  (P + mXP + v) 1
 1 7Я +  C i  — -Z Г— = 1 7 1  -
л 2)  (P -5 X P -1 )  p

с, ( P + p X P+ v) i 1 + 1  
я 2(P - 5 X P - 1 )  P

Из (5)-(7) следует, что

5 ( 5 - p X l  + pXl + v ) _ Y  
2 (5 + pXS + vX l - P )  я  ' 2 ’

s (s - i Xp + mXP + v)
2 (5 + mX5 + v XP-1) P

л
2

л
т

(7)

+- (8)

(9)

Если точки перегибаM n N отсутствуют, 
то параметры р и v -  комплексно сопряжен­
ные, (т.е. р = p j + iv x , v = pj -  /Vj). Тогда 
уравнения (8), (9) примут вид
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5 (5 -  Р)(0 + ll1 )2]+ v l .  = _̂ 
2 (1 - ф  + и  )2 +v2 ) п

= ^ + ± (10)

j ( S -  1)((р + И  )2 + v 2 ) 1 
2 (р -  1)((5 + И  )2 + v 2 и  P

= - х + 2 |  • ( 11) п 2

Тем самым, с учетом (5)-(7), выражение 
(4) окончательно примет вид

ш( Z) =Z ln
/• V Z W 8  / у  , 1v  J Z - v P
2 V Z W 5

+  I + — I ln
п 2 J V Z + V P

U  2 J ZZ + 1
(12)

Согласно (2)

E  = Ei
Z W 5
Z + v a

С учетом (13)

У +1
Z - Vp V z + 1 2

Z 4 N Z - 1
(13)

dZ = IZ W a
/ Z - v a

У +1
Z + a/p Z z - 1 2
Z 2 N Z  + 1

d w , r 
x  dZ •

dZ
(14)

Остается найти отображение W(Z). Ис­
пользуя преобразование Шварца- 
Кристоффеля, получим

w  U  Z - aW = —  ln 
п Z -P

dW iU  a - p
dZ п ( z - a ) ( z - p ) '

(15)

Так как справедлива формула (14), то с 
учетом (15)

dZ  = 1 ш dW  = 
dZ = E 1 ^ dZ =

2 U
пЕ1

1 +1
Z + Z p Z z - 1 ̂ п 2
Z - V P  VZ + 1

__________5 - p __________

( , / c - v 's ) ( z - a ) 12 ( z - p )  •
(16)

Интегрируя (16) численно от Z=1, полу­
чим функцию Z (z ) .

Параметры заглубления кромки ЭИ L  и S  
определяются следующим образом

L = -  Re Z  (да), S  = Im Z  (о), (17)

безразмерное время т = LE 1 /U . Поскольку 
L  и S  заданы, уравнения (17) формируют 
систему для определения параметров P и 5. 
После определения этих параметров опре­
деляются параметры и и v при решении си­
стемы уравнений (8), (9) (или (10), (11)). 
При численном интегрировании для реше­
ния уравнений (17) применяются замены 
переменных и фильтрация численных ре­
зультатов [8, 9] для их уточнения и оценки 
погрешности.

РЕ ЗУ Л ЬТА ТЫ  РЕ Ш Е Н И Я  ЗАДАЧИ 1

На рис. 5 приведены формы обрабатыва­
емой поверхности в подвижной (связанной 
с кромкой ЭИ) и неподвижной относитель­
но материала заготовки системах коорди­
нат, соответствующие s = SE 1 /U  = 1, у=п/4 
и т=-1; -0.5; 0; 0.5; 1; 1.5; 2;...; 5.

Рис. 5. Ф о р м ы  обраб аты ваем ой п о ве р хн о сти :
а -  в системе координат, связанной с кромкой ЭИ 

C(0,0); б -  в неподвижной системе координат

На рис. 5, а при т^да видно установле­
ние предельно-стационарной конфигурации

E = E1. Вблизи нерастворяемой зоны AF

2

х

а

х

х

с
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при возрастании т формируется предельная 
форма, соответствующая решению задачи 
об истечении из-под щита [7] (рис. 5, б, 
кривая оо).

Следует отметить, что при т<0 образы 
точек перегиба - р  и - v  совпадают и при 
дальнейшем уменьшении т становятся ком­
плексно сопряженными (p  = p 1+/v1, 
v = p 1 - / v 1). При этом внутри области на

плоскости Е  появляется точка ветвления 
М, являющаяся образом точки р = рц +7Vj.

П ОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 2

Рассмотрим плоскую задачу ЭХО при 
использовании клиновидного ЭИ А 'СВ' с 
углом раствора равным л/2-у, с изолиро­
ванной передней поверхностью (рис. 6). ЭИ 
движется горизонтально вправо с постоян­
ной скоростью Vet.

, Y
\ у

1

К,
S.

©
В

А’

А

я
X

Рис. 6. Формы межэлектродного пространства на 
физической плоскости при обработке с помощью 

ЭИ с изоляцией: 
а -  перед началом процесса; о - в  процессе ЭХО

Образом МЭИ на плоскости комплекс­
ного потенциала для этой задачи является 
полуполоса ширины U (рис. 7).

Рис. 7. Форма образа МЭП на плоскости ком­
плексного потенциала

Как и в задаче 1, при использовании за­
висимости г]( j)  (1) при E\=Eq на обрабаты­
ваемой поверхности образуются две зоны с 
двумя типами краевых условий. Первой 
зоне FMNG  с постоянным модулем напря­
женности на плоскости E = dW /dZ  соот­
ветствует дуга окружности радиуса Е\ с 
центром в начале координат. Участкам AF  
(0=0) и GB (0=-л/2), где отсутствует рас­
творение, на плоскости Е  соответствуют 
отрезки, соответственно, действительной 
AF  и мнимой GB осей.

На поверхности ЭИ А 'С угол 0=-л/2, на 
В 'С 0=я/2+7 (вектор напряженности направ­
лен по нормали от катода и вдоль изолиро­
ванной его части). Поэтому на плоскости 
годографа Е  имеем лучи, направленные, 
соответственно, вверх и под наклоном. Об­
ласть на плоскости годографа размещается 
на двулистной поверхности. Первый лист 
изображен на рис. 3, б. Второй лист изоб­
ражен на рис. 8, а).

РЕШ ЕН И Е ЗАДАЧИ 2

Применив преобразование (2), получим 
многоугольник с углами А, В, С, F, G, М , N, 
равными 0; 0; 0, л/2; л/2; 2л, 2л соответ­
ственно (рис. 8, б). Поскольку углы имеют 
те же значения, как в задаче 1, справедлива 
формула (4).
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Re со
1 +  р )  я

+ Y-

то

Re<
1 + 5 _ (5+£ X5 + v ) J _ j 

- C i (6 -P X5-1)V ^
(5  +  |.iX5 +  v )  1 _  i 

( 5 - p X S - l )  Т б _ 2 ’

Я

2

(l + nXl + v)
+  С i 7 -------гт г /Я +

1 ( i - s X i - Р )
(р + цХр + у) т _

+ Cl (p-sXp-1) Vp 

\ + C i . » + m № + v ) 1
я

с ,

( p - s X p - 1) Vp 

(Р + цХР+ v) 1

/Я :
Я

' 2 '

/I 1 + -

Рис. 8. Формы образа МЭП на плоскостях со н

а -  второй лист поверхности Е ; 6 -  второй лист 
поверхности со

Поскольку в соответствии с рис. 8, б

(P-5XP-1) Vp 

Из (18)—(20) следует, что

_ ; Vs (5-РХ5-1)
1 2 (5 + nX5 + v ) ’

Vs (s -p X s- i)  (1+nXl+v) = J
2 (5 + mX5 + v) ( 1 - 5 X 1 - P )  1

Vs (8-pXl + nXl + v)
2 (5 + mX5 + vX1-P)

Vs (s -p X s - i)  (P+mXP+v) 1 
2 ( s + m X 8 + v ) ( p - s x p - i ) V p  Г *

(20)

(21)

1 +  -

1 +  - (22)

1 +  -

(T + S )  я V s ( s - i X p + p X p + v )  1 (
I  2 j  2 ’ 2 ( s + p X s + v X p - i ) V p  ‘

1 +  - (23)

Если точки перегиба M  и N  отсутствуют, 
то параметры р и v -  комплексно сопряжен­
ные, (т.е. p = p 1+?'v1, v = p 1- / v 1). Тогда 
уравнения (22), (23), примут вид

(18)
1 +  -

_  ( l  +  p X l  +  v ) . я
+ С17 ^ 7  г/Я = -  + у ,

( 1 - 6 Х 1 - Р )  2

7',_  , (l + nXl + v ) , _ _  Я ,
2m + C|( l-6 X l-P )  2 + У ’

Vs (s-pXCi+H.y+v?
2  ( 1 - р Х ( 5  +  р , ) 2 +  v 2 j

V s (s-i)((p+p,)2+ vf) 1 
2 ( p - l X ( S  +  p , ) 2 + v f ) V p

1 +  -я

(24)

(25)

Тем самым с учетом (18)—(20), оконча­
тельно

С] (1 + pXl + v) 
(1- s Xi - p )

- 7 1+ - (19)

Re 2 )  (s -  pXs - 1 )  V s  ™ +

+ iM- + 1 
V П

о  2

X -  ,P 
X +  p

7- l n ^

In
/" 4

Y

- +

я +iH = >
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Согласно (2) Е  -  = Е ге
dZ

Ex
y ^ - V s f  у ^ - у р  V ^ + i

'-+1

V £ + V h V £ + V p  Vc - i

С учетом (26)

dZ = —  e'adW  =
Ex

у

i ( V c + V s f V c +Vp

(27)

M V c - V H V c - V Рл/ c + i
^ . ( 2 8 )

Теперь с помощью преобразования 
Шварца-Кристоффедя найдем функцию

yM fe-sx4k-.r
с ,

V ( 5 - p X 5 - l )

(1 -P X ^ -s )х h  v Г АЪ 7 . ( 2 9 )

При обходе точки С, = 5 по полуокруж­
ности малого радиуса против часовой 
стрелки И7 получает приращение действи­
тельной части, равное —£/, логарифм -  при­
ращение мнимой части in. Отсюда

c 2 = i - V ( s -  P X S - 1 ) .
л

Тем самым, окончательно

И 0 = « - ь .  ( l - p f e - 5)
1 [v(s -  lX? -  Р)+ V ( S - pfe -  Dp

Производная

(/Ж ^  V( 5 - p X S- l )

Из (28) и (30)

6Z = — eiadW  =
Ex

(30)

£ /

п Е 1 N / С -  .6

( 8 - р Х 8 - 1 ) (  б )  
f e - 5)32 ( С - Р Х С - 1)

(31)

Интегрируя (31) численно от ^=1, полу­
чим функцию Z(^).

Параметры заглубления кромки ЭИ L и 5 
и безразмерное время определяются соглас­
но (17).

РЕЗУ Л ЬТА ТЫ  РЕШ ЕН И Я  ЗАДАЧИ 2

На рис. 9 приведены формы обрабатыва­
емой поверхности в неподвижной относи­
тельно материала заготовки и подвижной 
(связанной с кромкой ЭИ) системах коор­
динат, соответствующие у=л/4,5-0,3 и т=-1; 
-0 ,5; 0; 0,5; 1; 1,5; 2 ;...; 5.

На рис. 9, а при т-»оо  видно установле­
ние предельно-стационарной конфигурации

: E i . Вблизи нерастворяемой зоны AF

при возрастании т образуется предельная 
форма, соответствующая решению гидро­
динамической задачи об истечении из-под 
щита (рис. 9, б, кривая ос).

Рис. 9. Формы обрабатываемой поверхности для 
y=7i/4. 5=0.3: а - в  системе координат, связанной с 

кромкой ЭИ С; о - в  неподвижной системе 
координат

На рис. 10 приведены формы обрабаты­
ваемой поверхности, соответствующие
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у=-я/2, .s=0 (режим касания поверхности 
заготовки изолированной частью ЭИ для 
ограничения зоны обработки).

-5 4 4 - 2 - 1  0 1 X
а

6
Рис. 10. Формы обрабатываемой поверхности

для 5=0:
а - в  системе координат, связанной с кромкой ЭИ  

С(0,0); о - в  неподвижной системе координат

На рис. 11 приведены формы поверхно­
сти , соответствующие t = l , s  = 0,  у=я/2, я/4, 
0, -я /4 , -я /2  (кривые 1 ,2 ,3 , 4, 5).

а

б
Рис. 11. Формы обрабатываемой поверхности

для 5=0. т= 1 : а -  для ЭИ дез изоляции; о -  для ЭИ  
с изоляцией

Видно, что изменение угла наклона изо­
лированной поверхности клина мало влияет 
на форму обрабатываемой поверхности 
(рис. 11,6).

ЗА КЛ Ю ЧЕН И Е

Таким образом, в квазистационарном 
приближении решены два типа задач обра­
ботки различными ЭИ заготовки, имевшей 
до обработки угловую форму.

Квазистационарное приближение позво­
лило получить точные (в квадратурах) ре­
шения задач ЭХО обработки ЭИ с изоляци­
ей и без изоляции.

Проведено параметрическое исследова­
ние этих задач. Одной из главных задач бы­
ло выяснить, какую форму приобретают 
участки вблизи начала заглубления ЭИ за 
фронтальную поверхность заготовки. Как 
было выяснено, форма поверхности описы­
вается известной в гидродинамике задачей 
истечения из-под щита. Если рассмотреть 
не предельные нестационарные процессы 
( £ 0 > )> то вывод остается справедливым,
так как участок обрабатываемой поверхно­
сти вблизи точки начала нерастворяемой 
зоны F  соответствует вертикальному участ­
ку зависимости выхода по току от плотно­
сти тока.

В предельных случаях (E q = £ ) )  квази-
стационарная модель дает точное решение 
нестационарной задачи. При этом квазиста­
ционарное решение требует существенно 
меньших затрат вычислительных ресурсов.
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