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Аннотация. Рассматриваются вопросы изгибных и крутильных колебаний вала ротора 
центробежных вентиляторов. На основе приведенных уравнений для перемещений 
упругой линии вала (балки) в местах приложенных сосредоточенных масс и нагрузок 
приводятся частотные уравнения изгибных колебаний для n-массовых систем, а также 
двухмассовых, по которым определялись собственные частоты изгибных колебаний 
без учета прецессии, а также с учетом прямой и обратной прецессиях. При рассмот-
рении крутильных колебаний приведенной системы дифференциальных уравнений 
движения для n-массовой системы позволяют определить собственные частоты кру-
тильных колебаний. По результатам проведенных теоретических исследований по-
строены зависимости, отражающие оценку влияния геометрических параметров вала, 
а также прецессионных явлений на работу ротора. 

Ключевые слова: ротор; частота; колебания; резонанс; прецессия; жесткость; момент 
инерции; перемещение; гироскопический момент; амплитуда. 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время результаты исследо-
ваний колебаний машин и механизмов 
имеют большое практическое значение, как 
обеспечивающие создание более совершен-
ных конструкций рабочих колес вентилято-
ров с точки зрения повышения их надежно-
сти при эксплуатации и увеличении ресурса. 
Следует отметить недостаточность отраже-
ния названных вопросов в литературе по 
вентиляторостроению. В связи с этим во-
просы динамики вентиляторных роторов 
представляются весьма актуальными и зна-
чимыми при их проектировании. 

Из практики эксплуатации известно, что 
вращающиеся валы вентиляторных машин 
при некоторых определенных числах оборо-
тов, попадая в резонанс, становятся дина-
мически неустойчивыми и при этом могут 
появиться большие поперечные колебания. 
При угловых скоростях, равных одной из 
собственных частот поперечных колебаний 

ротора, прогибы его резко возрастают. 
В общем случае собственные частоты рото-
ра зависят от скорости его вращения. Осо-
бую значимость представляют значения 
собственных частот ротора при воздействии 
на вал гироскопического момента, что име-
ет место при эксплуатации вентиляторных 
установок. Это воздействие особенно зна-
чительно при консольном расположении 
рабочего колеса [1−3].  

Устранение колебаний становится 
неотъемлемой частью качества любой ма-
шины. Анализ результатов исследования 
роторов требует их тщательного анализа и 
принятия обоснованных технических реше-
ний при их конструировании. 

Существующая обширная литература по 
вопросам колебаний позволяет решать техни-
ческие задачи в этом направлении, хотя следу-
ет отметить, что возникающие при этом задачи 
требуют зачастую проведения дополнитель-
ных теоретических и экспериментальных ис-
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следований. Следует отметить значимые 
работы в этом направлении В. Я. Натанзона, 
В. А. Гробова, Ф. М. Диментберга, В. Л. Би-
дермана, Г. С. Маслова, А. П. Филлипова 
и др. В иностранной литературе работы 
Р. Грина, О. Фепля, И. Дика, И. Богданова 
и др. 

Цель работы − определение собственных 
частот при изгибно-крутильных колебаниях 
валопроводов роторов центробежных вен-
тиляторов.  

ИЗГИБНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Для ротора, несущего произвольное ко-
личество сосредоточенных масс m1, m2, … , 
mn (рис. 1) уравнения изгибных колебаний 
представляются в каноническом виде [1–7]: 

,δ...δδ 1122211111 nnn ymymymy  −−−−=  

,ym...ymymy nnn 2222221112 δδδ  −−−−=  

… 

,ym...ymymy nnnnnnn δδδ 222111  −−−−=  

(1) 

где nn ymymym  ...,,, 2211  – силы инерции; 
nyyy ...,,, 21  – поперечные перемещения, 

прогибы оси балки (вала) в месте приложе-
ния масс nmmm ...,,, 21 ; nyyy  ...,,, 21  – 
вторые производные этих перемещений по 
времени, индексы ikδ  при δ  означают пере-
мещение в направлении i, вызвано единич-
ной силой, действующей в направлении k. 
Эти коэффициенты при изгибе определяют-
ся по методу Максвелла−Мора: 

∑∫=
l

ki
ik dx

EJ
MM

0

δ , 

где ( )xM i  и ( )xM k  – изгибающие моменты, 
вызванные, соответственно единичными 
силами 1=−= iii wmP  , 1=−= kkk wmP  .  

 
Рис. 1. Упругая балка на двух опорах  

с сосредоточенными массами 

Коэффициенты ikδ  могут быть вычисле-
ны при помощи формулы Верещагина [4, 6]: 

∑= EJ
MS c

ki
ikδ , 

где iS  – площадь эпюры iM  (или части    
iM ); i

kM  – ордината эпюры kM , располо-
женная против центра тяжести площади iS .  
Известно также, что kiik δδ = . 

С учетом функции прогиба 

( )isinλ ε+= tpy iii , 

где iλ  – амплитуда колебаний; ip  – частоты 
колебаний; iε  – сдвиг фазы, зависит 
от начальных условий.  

Основная система (1) приводится к ча-
стотному уравнению: 

( ) 01

...1
2

6
3

4
2

2
1

=−+

+−+−
n

n
n pa

papapa
,       (2) 

где naa ...1  – коэффициенты при различных 
степенях р, например, 1111 δma =  и т.д., от-

куда 2
11 pp += ; 2

22 pp += ; …; 

1
2 ( ppp nn +=  > 2p  >…> )np . 

Частотное уравнение для двухмассовых 
систем (рис. 2) представляется в виде: 

( )
( ) 01δδ

δδδ

222111
2

21
2
122211

4

=++−

−⋅−

mmp
mmp

.          (3) 

Первая и вторая частоты колебаний 
определяются по формуле: 

( )

.
4

)(4

4
δδδδ

2
1221

2
12221121

221121

2
222111222111

2,1

δ⋅−
δ−δδ−

−δδ⋅
−+±+

=

mm
mm

mm
mmmm

p
(4) 

 
Рис. 2. Изгибные колебания двухмассовой системы 
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Низшей частоте 1p  соответствует своя 

форма колебаний, когда обе массы двига-
ются в одну сторону, частота 2p  соответ-
ствует движению масс в разные стороны. 

Для колебательной системы с одной 
массой (рис. 3) уравнение колебаний пред-
ставляется в виде [2]: 

,ymy 11111 δ−=                            (5) 

которое эквивалентно 01 =+ ycym  ,  

где 
11

1 δ
1

=c  – жесткость вала; 11δ  – линей-

ное перемещение от единичной силы. 
Круговая частота изгибных колебаний 

находится: 

m
p

11δ
1

=  – круговая частота для невра-

щающегося вала ротора без учета угловой 
инерционности диска рабочего колеса.

 
 

 
Рис. 3. Изгибные колебания одномассовой системы 

 
При деформации вала происходит не 

только смещение центра дисков, но также и 
поворот дисков относительно диаметра – 
угловое перемещение диска (рис. 4) [1, 6], 
где u1, u2 – линейные, α1, α2 – угловые пе-
ремещения дисков; О1 – геометрический 
центр вала; О2 – центр массы диска. Поэто-
му рассмотрим влияние угловой инерцион-
ности диска на собственные частоты коле-
баний невращающегося одномассового дис-
ка. Силовые факторы, действующие на ро-
тор, представлены на рис. 5, где umP ⋅−=  – 
сила инерции; αЭ ⋅−= JM  – инерционный 
момент. 

 
Рис. 4. Кинематические параметры  

одномассового ротора 

 
Рис. 5. Силовые факторы, действующие  

на прецессирующий ротор 

Со стороны рабочего колеса вентилятора 
на вал действуют моменты сил инерции. 
В проекциях на оси x1 и x2 моменты пред-
ставляются в виде сумм проекций инерци-
онного и гироскопического моментов 
(рис. 6) [1, 6]: 

,
,

)(
2

)(
22

)(
1

)(
11

gi

gi

MMM
MMM

+=

+=
                (6) 

где ,α1
)(

1 Э
i JM =  ,α2

)(
2 Э

i JM −=  ,α2
)(

1 П
g JM −=  

.α1
)(

2 П
g JM =  
Здесь ПJ  – полярный (относительно оси 

вращения) момент инерции рабочего коле-
са вентилятора; ЭJ  – экваториальный  
(относительно диаметра) момент инерции 
рабочего колеса вентилятора; )(

1
iM , )(

2
iM , 

)(
1

gM , )(
2

gM  – составляющие инерционного 
и гироскопического моментов; 1α , 2α  – уг-
ловые скорости поворота диска вокруг 
диаметра; 1α , 2α  – соответствующие угло-
вые ускорения. 
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а        б 

Рис. 6. Действующие моменты при прямой  
и обратной синхронной процессии ротора:  

а – прямая синхронная процессия;  
б – обратная синхронная процессия 

 
Частотное уравнение для рассматривае-

мого случая представляется в виде [1]: 

( )
( ) 0δδδ

δδ
2
122211

2
2211

4

=⋅−+

+⋅+− −−

Э

Э

mJ
pJmp

.         (7) 

Решение этого уравнения представляет-
ся в виде: 

( )[ ]2120 γβ1β1

2

+−±+

=
p
p ,         (8) 

где ( ) 2
11

2
12Э

11

22Э1
11

2
0 δ

δ4;
δ
δβ;δ

m
J

m
Jmp =γ== − ; 

р0 – частота колебаний невращающего од-
номассового ротора без учета угловой 
инерционности рабочего колеса (диска);      
р – частота колебаний невращающего одно-
массового ротора с учетом угловой инерци-
онности рабочего колеса (диска). 

Критические скорости ротора вентиля-
тора при прямой синхронной и обратной 
прецессии находятся по уравнению (8), 
в котором 

( ) ( )
2
11

22ЭП
2
11

22ЭП

δ
δ4γ;

δ
δβ

m
JJ

m
JJ −

−=
−

=  – пря-

мая синхронная прецессия, 

( ) ( )
2
11

ЭП"
2
11

22ЭП"

δ
12γ;

δ
δ3β

m
JJ

m
JJ −

=
−

=  – об-

ратная синхронная прецессия. 

Определение массовых моментов 
инерций. Массовые моменты инерции и 
формулы для их вычисления при различной 
геометрии дисков представлены ниже 
(рис. 7) [6]. 

 
  а                       б                      в                  г 

Рис. 7. Моменты инерции некоторых однородных 
тел: а – диск постоянной толщины без центрального 

отверстия; б – диск постоянной толщины  
с отверстием; в – конический диск без центрального 

отверстия; г – конический диск  
с центральным отверстием  

 

а) 
2

4RJJ ХП ρπ==  – полярный момент 

инерции, 









+ρπ==

34

2
2

2 HRHRJJ уD  – диаметраль-

ный момент инерции; 

б) =−ρπ==
2

)( 24 HrRJJ ХП  

,
2

))(( 2222 HrRrR −+ρπ=  

;
43

)()(
2

2222 HHrRrRJJ уD 







++−ρπ==  

в) ,
10

4 HRJJ ХП ρπ==  

;
204

22 HHRRJJ уD 





 +ρπ==  

г) ++−ρπ== )2()[( 2 rRRrRJJ ХП  

,
10

)]43(2 HrRr ++  

+



+

+++
×

×+−ρπ==

rR
rrrrRR

rRrRJJ уD

2
)43()2(

)3)((

22  

.
202

73
12

2 H
rR
rGRrH












+
+

++  

На основе представленных уравнений и 
формул были определены частоты соб-
ственных колебаний для однодискового ро-
тора с учетом и без учета угловой инерци-
онности вентиляторной установки типа    
Ц4-70 (рис. 8) [1, 8]. Определены угловые 
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скорости вращения вала при прямой и об-
ратной прецессиях. 

Рис. 8. Схема одномассового ротора 
вентиляторной установки 

Пример расчета. Найти частоты соб-
ственных колебаний и критические скоро-
сти ротора центробежного вентилятора по 
схеме (рис. 8), установленного в опорах 
на подшипниках качения. Исходные дан-
ные: l1 = 0,30 м, l2 = 0,4 м, масса рабочего 
колеса (диска) m = 35 кг. Полярный момент 
инерции рабочего колеса ПJ  = 0,962 кг/м2, 
эквоториальный момент инерции                    

ЭJ =0,4791 кг/м2. 
Решение. 
1. Жесткость вала при изгибе:

.нм

,dEEJC

25
6

11

4
11

4

101,21
64

108110962,1

64
)030(10962,1

64

⋅=
⋅⋅π

⋅=

=
π
⋅⋅=

π
==

2. Единичные перемещения:

,м,

lll

3

2
21

2
111

0210)40,0

30,0(30,0
3
1)(

3
1

=+

+⋅=+=δ

,мlll 2
21112 085,0)4,0

3
23,0(3,0)

3
2( =⋅+=+=δ

.м,ll 43304,0
3
13,0

3
1

2122 =⋅+=+=δ  

3. Частота колебаний 0P  для невращаю-
щего ротора без учета угловой инерционно-
сти диска: 

.с
,
,mP 1

5
2
1

110 17,286
10121

021035)( −−
=







⋅
=δ⋅=  

4. Частоты собственных колебаний
невращающегося ротора с учетом угловой 
инерционности диска: 

( ) ,PP,

2
1

2
1

2
021 112

−









= + β ± ( − β ) +γ

где ,277,0
021,035

433,04791,0

11

22 =
⋅
⋅

=
δ
δ

=β
m
JЭ  

.881,0
021,035

085,04791,044
2

2

2
11

2
12 =

⋅
⋅⋅

=
δ
δ

=γ
m
JЭ  

( )

( ) ,881,0)277,01(277,01217,286

)1(12

2
1

2
1

2

2
1

2
1

2
02,1

−

−






 +−±+=

=




 γ+β−±β+= PP

,357,247 1
1

−= сP .357,247 1
2

−= сP  

5. Критические скорости ротора при
прямой синхронной прецессии: 

( ) ,)1(12
2
1

2
1

'2''
01

−





 γ−β++β−=ω P

где 

,277,0
021,035

085,0)479,0962,0()(
2

11

22'

−=

=
⋅

−
=

δ
δ−

=β
m

JJ ЭП

.881,0)(4
2

11

22' −=γ−=
δ

δ−
=γ

m
JJ ЭП

Находим одну критическую скорость 1ω
(вторая отсутствует из-за знака минус 
по радикальной отрицательного числа): 

( )

( )

.с,

,,,

,P '''

1

2
1

2
1

2

2
1

2
1

2
01

085321

8810)27701(277012

17286)1(12

−

−

−

=

=




 −++−×

×=




 γ−β++β−=ω

6. Критические скорости ротора при об-
ратной синхронной прецессии определяем 
по уравнению 

( )
2
1

2
1

2
02,1 645,2)833,01(833,012

−






 +−±+=ω P

где ,833,0277,033β" =⋅=β=  
.645,2881,033γ" =⋅=γ=
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После подстановки "β и "γ  в исходные 
уравнения 

( )
2
1

2
1

2
2,1 645,2)833,01(833,01217,286

−






 +−±+=ω  

,с 1602,1981
−=ω   

.587,888 1
2

−=ω с  
Теоретические исследования по опреде-

лению собственных частот изгибных коле-
баний проводились с валами различной 
жесткости. Из результатов проведенных ис-
следований ниже приводится типовая диа-
грамма изменения частот собственных из-
гибных колебаний вращающегося вала в за-
висимости от угловой скорости ротора 
(рис. 9). 

 
Рис. 9. Изменение частоты собственных  
изгибных колебаний валопровода ротора  

центробежного вентилятора с учетом прецессии  
(d = 0,03 м, l1 = 0,3 м, l2 = 0,4 м, J = 0, 962 кг/м2) 

КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Дифференциальные уравнения для        
n-массовой системы крутильных колебаний 
представляются в следующем виде [3]: 

,0)( 212;111 =ϕ−ϕ+ϕ CJ   
,0)()( 323;2212;122 =ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕ CCJ   

,0)()( 111;11 =ϕ−ϕ+ϕ−ϕ−ϕ ++−− iiiiiiii CCJ     (9) 

,0)(
)(

1;1

121;211

=ϕ−ϕ+

+ϕ−ϕ−ϕ

−−

−−−−−−

nnnn

nnnnnn

C
CJ 

 

,0)( 1;1 =ϕ−ϕ−ϕ −− nnnnnn CJ   

где ,1ϕ  ,2ϕ …, ,iϕ …, ,1−ϕn  nϕ  – мгновен-
ные углы поворота в местах присоединен-
ных масс; ),( 212;1 ϕ−ϕC …, )( 1;1 nnnnC ϕ−ϕ −− – 
моменты сил упругости для участков экви-
валентного вала, действующие на присо-
единенные массы с моментами инерции ,1J  

,2J  …, nJ ; nnii JJJJ ϕ+ϕ++ϕ+ϕ  ......2211  – 
характеристическое уравнение системы 
крутильных колебаний. 

Общее решение системы  

( ),;

1

1
iic

n

i
ii SinA ε+ω=ϕ ∑

−

=

 

где iA  – амплитуда колебаний i-й массы;    

iε – фазовый угол; iс;ω – частота собствен-
ных колебаний. 

Связанность амплитуд колебаний масс 
системы исходит из уравнений (9) путем 
подстановки в них частных решений 

),sin( ;1 itci tA ε+ω=ϕ  

;1
11

2;1

2
12 AJ

C
AA c ⋅ω−=  

;1 1

1;1

2
1 i

i

i
i

ii
cii AJ

C
AA ∑

−

=−
− ω−=  

.1 1

1;1

2
1 n

n

i
n

nn
cnn AJ

C
AA ∑

−

=−
− ω−=  

Относительные амплитуды собственных 
колебаний системы: 

;11
1

1 == a
A
A

 ;2
1

2 a
A
A

=  …, ;3
1

2 a
A
A

=  ;
1

i
i a

A
A

=  

…, .
1

n
n a

A
A

=  

Величины относительных амплитуд для 
каждого cω  откладывают в виде ординат, 
проведенных в местах расположения масс. 
Концы ординат, соединяясь между собой, 
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образуют ломаную линию, отражающую 
форму колебаний. Пересечение формы с 
осью эквивалентного вала представляет 
узел колебаний. 

Расчетная схема вала ротора центро-
бежного вентилятора для исследования 
крутильных колебаний представлена 
на рис. 10. 

 
Рис. 10. Расчетная схема ротора 

 
Учитывая, что наиболее распространен-

ной схемой являются вентиляторные уста-
новки с односторонним всасыванием, уста-
навливаемые на 2-х подшипниковых опорах 
с консольным расположением и применени-
ем муфты для соединения вала электродви-
гателя с ротором рабочего колеса, систему 
можно рассматривать как двухмассовую. 
Для двухмассовой схемы дифференциаль-
ные уравнения представляются в виде 

;0)( 212;111 =ϕ−ϕ+ϕ CJ   
0)( 212;122 =ϕ−ϕ+ϕ CJ  . 

Во втором уравнении знак «–» объясняется 
тем, что массы дисков отклонены в проти-
воположные стороны от положения равно-
весия. После подстановки частных решений 
корни уравнений: 

)sin(11 ε+ω=ϕ tA c  и ),sin(22 ε+ω=ϕ tA c  

где 1A  и 2A  – амплитуды угла закрутки 
участков вала; t – время. Из решения полу-
чается круговая частота собственных кру-
тильных колебаний: 

( )
,

21

2;121

JJ
CJJ

c ⋅
⋅+

=ω  

где ,
2,1

2;1 L
GJ

C p=  pJ  – полярный момент 

инерции сечения вала, G – модуль упруго-
сти вала при кручении, где 1J  и 2J  – массо-
вые моменты инерции рабочего колеса вен-
тилятора и соединительной муфты. 

После подстановки cω  в одно из диффе-
ренциальных уравнений (10) имеем 

.
2

1

1

2

J
J

A
A

−=  

При ,11 =a определяем ,
2

1
2 J

Ja −=  стро-

ится форма колебаний для двухмассовой 
системы. Форма получается одноузловой, 
двухмассовая система рассматривается как 
сумма двух одномассовых систем с задел-
кой в узле с одинаковыми частотами соб-
ственных колебаний [3, 6]: 

 

2

1

2

1

J
J

C
C

=  с учетом 
1

1 l
GJ

C p=  и ,
2

2 l
GJ

C p=  

тогда 
1

2

2

1

2

1

l
l

J
J

C
C

==  

Узел колебаний делит вал на участки 
длиной 1l  и 2l  обратно пропорционально 
моментам инерции масс, в частности рабо-
чего колеса вентилятора и муфты 
(рис. 10) [3, 6]. 

При учете податливости электрических 
связей электродвигателя применяют формулу: 

,

cos

101

3

2
4

4

.
5

Aa

m

a

эл

C
N
NN

n
С

ϕηη
m

⋅

=
−

 

где nэл. – частота переменного то-
ка, пер./мин; 4N  – эффективная мощность 
на валу электродвигателя, кВт; aN  – кажу-
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щаяся мощность подводимого к электро-
двигателю тока, кВт; Aϕ  – угол сдвига фаз 
между векторами тока и напряжения, рад; 

nm 0016,04,0
1

+
=m  – условная кратность 

опрокидывающего момента, выраженная 
отношением наиболее возможной (без вы-
ключения их синхронизма) активной подво-
димой мощности к кажущейся подводимой 
мощности; n – частота вращения электро-
двигателя, об/мин; )(cos AfC ϕ=  – коэффи-
циент (для четырех полюсных машин 

,cos3,074,0 2
AC ϕ+=  для остальных машин 

,cos55,065,0 2
AC ϕ+= η  – КПД электродви-

гателя [3]. 
Выполнены теоретические исследования 

крутильных колебаний, по результатам ко-
торых ниже приводятся графики зависимо-
стей собственных частот от жесткости ва-
лопроводов (рис. 11−14). 

 
Рис. 11. Зависимость собственных частот  

от жесткости валопровода (d = 0,06 м, d1 = 0,05 м;  
1 – J1 = 0,025 кг/м2, J2 = 0,1 кг/м2; 2 – J1 = 0,05 кг/м2, 

J2 = 0,2 кг/м2; 3 – J1 = 0,075 кг/м2, J2 = 0,3 кг/м2;  
4 – J1 = 0,1 кг/м2, J2 = 0,4 кг/м2 

 

 
Рис. 12. Зависимость собственных частот  

от жесткости валопровода (d = 0,05, d1 = 0,04;  
1 – J1 = 0,025 кг/м2, J2 = 0,1 кг/м2; 2 – J1 = 0,05 кг/м2, 

J2 = 0,2 кг/м2; 3 – J1 = 0,075 кг/м2, J2 = 0,3 кг/м2;  
4 – J1 = 0,1 кг/м2, J2 = 0,4 кг/м2) 

 

 
Рис. 13. Зависимость собственных частот  

от жесткости валопровода (d = 0,04, d1 = 0,03;  
1 – J1 = 0,025 кг/м2, J2 = 0,1 кг/м2; 2 – J1 = 0,05 кг/м2, 

J2 = 0,2 кг/м2; 3 – J1 = 0,075 кг/м2, J2 = 0,3 кг/м2;  
4 – J1 = 0,1 кг/м2, J2 = 0,4 кг/м2) 

 

 
Рис. 14. Зависимость собственных частот  

от жесткости валопровода (d = 0,03, d1 = 0,02;  
1 – J1 = 0,025 кг/м2, J2 = 0,1 кг/м2; 2 – J1 = 0,05 кг/м2, 

J2 = 0,2 кг/м2; 3 – J1 = 0,075 кг/м2, J2 = 0,3 кг/м2;  
4 – J1 = 0,1 кг/м2, J2 = 0,4 кг/м2) 

 
Источником крутильных колебаний ва-

лов является изменение вращающего мо-
мента в процессе эксплуатации. Изменение 
может быть вызвано неточным изготовле-
нием зубчатой муфты (в случае ее установ-
ки) или усилиями, возникающими от не-
одинакового сопротивления лопаток колеса. 
График изменения крутящего момента 
представлен в виде тригонометрического 
ряда Фурье [6]   

),sin(
1

κ

∞=κ

=
κ γ+κω+= ∑ t

k
ср ΤΤΤ  

где срΤ  – средний вращающий момент;      

κΤ  – амплитуда k-й гармоники вращающего 
момента; k – частота k-й гармоники;           

κγ  – фазовый угол. 
При резонансе ,ω== kPP ВС  где СP  – 

собственная частота крутильных колебаний; 
ВP  – вынужденная частота. 
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Экспериментальные крутильные коле-

бания исследуют прибором торсиографом 
[10]. Закрутка вала при крутильных колеба-
ниях записывается на ленту в виде графика 
ϕ = f (n). Порядок опасной гармоники нахо-
дится исходя из оборотов резонанса, а ча-
стота собственных колебаний будет одной 
из форм колебаний упругой системы, тогда 

порядок гармоники находится ,
рез

с

n
nk =  

где nc – собственная, nрез – резонансная ча-
стоты колебаний. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

По результатам теоретических исследо-
ваний изгибно-крутильных колебаний вало-
провода ротора центробежного вентилятора 
определены собственные частоты колеба-
ний при различных жесткостях вала с уче-
том и без учета прецессионных движений. 
Полученные результаты исследований яв-
ляются исходным материалом при констру-
ировании вала ротора путем проведения его 
частотной оптимизации по жесткости с це-
лью отстройки от резонанса. 
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