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Аннотация. Рассматривается напряженно-деформированное состояние трубы, обо-
лочки и пленки из неоднородного упругого материала под действием внутреннего 
давления. Решение задачи представлено гипергеометрическими рядами. Приводятся 
результаты вычислений для толстостенной неоднородной трубы, неоднородной обо-
лочки и очень тонкой неоднородной оболочки. Аналитическое решение эффективно 
при анализе напряженно-деформированного состояния цилиндра с тонким неодно-
родным слоем. Показано, что в неоднородном цилиндре радиальные напряжения и 
перемещения меньше, чем в однородном. Установлено, что тангенциальные напря-
жения в неоднородной оболочке по радиусу уменьшаются в большей степени. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Неоднородные материалы достаточно 
широко распространены в инженерной 
практике [1]. Многие конструкционные, 
строительные и другие виды материалов 
являются неоднородными вследствие усло-
вий их изготовления. Неоднородность бето-
нов, пластмасс и металлов или сплавов объ-
ясняется неравномерностью их созревания, 
полимеризации или остывания соответ-
ственно [2, 3]. Зависимость механических 
свойств многих материалов от координат 
может возникать и в процессе эксплуатации 
какого-либо изделия или конструкции 
в агрессивной среде или при наличии ради-
ации, тепла, влажности [1–6]. Механические 
свойства деформируемого материала при 
неоднородном напряженно-деформирован-
ном состоянии могут существенно зависеть 
от координат [1, 7, 8]. 

Учет свойств деформируемых неодно-
родных материалов связан с проблемой 
идентификации их механических свойств. 
С практической точки зрения эта проблема 

особенно важна для обеспечения безопасно-
сти химических производств и атомных 
энергетических установок. В качестве объ-
екта исследования используется толсто-
стенная труба, оболочка и пленка из неод-
нородного упругого материала. Такой вы-
бор можно считать обоснованным в силу 
того, что этот элемент конструкции исполь-
зуется очень широко и в последнее время 
получен ряд новых результатов, связанных с 
исследованием напряженно-деформирован-
ного состояния в толстостенных трубах из 
неоднородного упругого материала [9, 10]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается задача, связанная с де-
формированием толстостенной цилиндри-
ческой трубы с внутренним радиусом r1 и 
внешним радиусом r2, неоднородность ма-
териала которой зависит от условий его 
синтеза или действия различных причин: 
агрессивной среды, радиации и т. п. Пусть 
на внутреннюю поверхность трубы дей-
ствует равномерное давление P0. Для опре-
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деленности будем считать, что модуль 
упругости материала трубы внутри больше, 
чем модуль упругости вне трубы, или вне 
трубы находится агрессивная среда, про-
никновение которой в тело трубы приводит 
к неоднородному изменению упругих ха-
рактеристик материала. В силу осевой сим-
метрии характеристики материала трубы 
зависят лишь от радиальной координаты; 
при этом радиальное перемещение u = u(y) 
является функцией радиальной координаты 
y. Окружные перемещения будем считать
равными нулю, осевые напряжения σz − 
также равными нулю. Толстостенная ци-
линдрическая труба из неоднородного ма-
териала имеет бесконечную длину. Для ис-
следования напряженно-деформированного 
состояния осесимметрично нагруженных 
тел имеем уравнение равновесия элемента 
трубы из неоднородного материала 
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Здесь yσ , θσ  − радиальные и окружные 
напряжения; εy, εθ − напряжения и деформа-
ции в радиальном и тангенциальном; u − 
радиальные перемещения; y − радиальная 
координата; E, ν − модуль упругости и ко-
эффициент Пуассона. Уравнение совмести-
мости деформаций 
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Модуль упругости для трубы из неодно-

родного материала является функцией вида 
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где m − положительное число, r1, r2 – радиу-
сы внутренней и внешней поверхности ци-
линдра. Коэффициенты a и b определяются 
из условий 
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где E1, E2 – модули упругости материала 
неоднородного цилиндра для y = r1 и y = r2 
соответственно. 

Из условий (4) и уравнения (3) следует 
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Для E1 > E2 E–1(y) возрастающая функ-
ция y∈[r1, r2].

Подстановка (3) в (2) и далее в (1) дает 
гипергеометрическое дифференциальное 
уравнение для радиального перемещения 
u(y) произвольной точки неоднородного ци-
линдра 
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РЕШЕНИЕ 

Линейно независимые решения уравне-
ния (6) представляются через гипергеомет-
рические функции F(α, β, γ, z) [11]: 
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где C1, C2 – произвольные постоянные, 
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Следует отметить, что при всех m > 0 
(0 < ν < 0.5) параметры α, β, γ являются ве-
щественными числами. 

Известно, что гипергеометрический ряд 
сходится для |z| < 1, следовательно, сходит-

ся для .
b
ay

m
1

<  
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Так как согласно (5) 
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a
b  сходится для 

0 < y ≤ r2, следовательно, сходится для 
r1 ≤ y ≤ r2. 

Для определения постоянных интегри-
рования C1, C2 используются граничные 
условия 
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где P0 – давление на внутренней поверхно-
сти цилиндра. 

Условия (8) в развернутом виде записы-
ваются 
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Решение системы уравнений (9) имеет вид 
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Пример. Неоднородный цилиндр имеет 
следующие параметры: модули упругости 
Е1 = 420 ГПа, Е2 = 210 ГПа, коэффициент 
Пуассона ν = 0,3, коэффициент m = 1,5, ра-
диусы r1 = 10 мм, r2 = 50 мм и нагружен 
внутренним давлением P0 = 100 МПа. Од-
нородный цилиндр имеет следующие пара-
метры: Е1 = Е2 = 210 ГПа. 

Рис. 1. Зависимость радиальных напряжений  
от безразмерной радиальной координаты: сплошная 
линия – неоднородный цилиндр; пунктирная линия – 

однородный цилиндр 

На рис. 1 дается зависимость относи-
тельных радиальных напряжений σy от без-
размерной радиальной координаты 

*
1 2 1( ) / ( )y y r r r= − −  для неоднородного 

(сплошная линия) и однородного (пунктир-
ная линия) цилиндров. Видно, что в неод-
нородном цилиндре радиальные напряже-
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ния меньше, чем в однородном. На грани-
цах, т. е. при y = r1 и y = r2, радиальные на-
пряжения одинаковы.  

На рис. 2 приводится зависимость 
окружных напряжений σθ от безразмерной 
радиальной координаты. Из рис. 2 следует, 
что окружные напряжения больше в неод-
нородном цилиндре при y*< 0.37, а при 
y* > 0.37 окружные напряжения больше в 
однородном цилиндре, чем в неоднородном. 

Рис. 2. Зависимость окружных напряжений  
от безразмерной радиальной координаты: сплошная 
линия – неоднородный цилиндр; пунктирная линия – 

однородный цилиндр 

На рис. 3 приводится зависимость ради-
альных перемещений от безразмерной ради-
альной координаты y*. Радиальные переме-
щения в неоднородном цилиндре в 2 раза 
меньше, чем в однородном. 

Рис. 3. Зависимость радиальных перемещений 
от безразмерной радиальной координаты: 
сплошная линия – неоднородный цилиндр; 
пунктирная линия – однородный цилиндр 

НЕОДНОРОДНАЯ ОБОЛОЧКА 

Рассмотрим напряженно-деформирован-
ное состояние неоднородной и однородной 
оболочек. Неоднородная оболочка имеет 

следующие параметры: модули упругости 
Е1= 420 ГПа, Е2 = 210 ГПа, коэффициент 
Пуассона ν = 0,3, коэффициент m = 1,5, ра-
диусы r1 = 10 мм, r2 = 12 мм − и нагружена 
внутренним давлением P0 = 100 МПа. Од-
нородная оболочка имеет следующие пара-
метры: Е1 = Е2 = 210 ГПа. 

На рис. 4−6 приводятся зависимости пе-
ремещений, радиальных и тангенциальных 
напряжений от радиальной координаты для 
неоднородной и однородной оболочек. 
Из рис. 4 видно, что перемещения по 
толщине оболочки изменяются незначи-
тельно, а радиальные перемещения неодно-
родной оболочки меньше, чем однородной. 
Радиальные напряжения в неоднородной 
оболочке меньше, чем в однородной обо-
лочке (рис. 5). Тангенциальные напряжения 
в неоднородной оболочке по радиусу умень-
шаются в большей степени, чем в однород-
ной оболочке (рис. 6). 

Рис. 4. Зависимость радиальных перемещений  
от радиальной координаты: сплошная  

линия – неоднородная оболочка; пунктирная линия – 
однородная оболочка 

Рис. 5. Зависимость радиальных напряжений  
от радиальной координаты: сплошная линия – 

неоднородная оболочка; 
пунктирная линия – однородная оболочка
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Рис. 6. Зависимость окружных напряжений  
от радиальной координаты: сплошная линия – 

неоднородная оболочка;  
пунктирная линия – однородная оболочка 

НЕОДНОРОДНАЯ ПЛЕНКА 

Если в условиях предыдущего примера 
принять радиус r2 = 10.100 мм, то получится 
очень тонкая пленка толщиной 100 мкм. 
Пленка нагружена внутренним давлением 
P0 = 1 МПа. 

Рис. 7. Зависимость радиальных перемещений  
от относительной радиальной координаты: 

сплошная линия – тонкая неоднородная оболочка; 
пунктирная линия – тонкая однородная оболочка 

На рис. 7 приводится зависимость ради-
альных перемещений от относительной ра-
диальной координаты для неоднородной и 
однородной пленок. Видно, что радиальные 
перемещения неоднородной оболочки мень-
ше, чем однородной. Перемещения по тол-
щине оболочки меняются незначительно. 
Сильное отличие радиальных перемещений 
неоднородной и однородной оболочек мож-
но использовать для определения модуля 
упругости Е1 и коэффициента m. Толщина 

неоднородной пленки уменьшается на 
10.7 нм, а однородной – на 16 нм. 

Рис. 8. Зависимость радиальных напряжений 
от радиальной координаты: 

сплошная линия – тонкая неоднородная оболочка; 
пунктирная линия – тонкая однородная оболочка 

Рис. 9. Зависимость тангенциальных напряжений 
от радиальной координаты: 

сплошная линия – тонкая неоднородная оболочка; 
пунктирная линия – тонкая однородная оболочка 

Зависимость радиальных напряжений от 
радиальной координаты дается на рис. 8. 
Радиальные напряжения в неоднородной 
пленке меньше, чем в однородной оболочке. 
Тангенциальные напряжения значительно 
изменяются в неоднородной пленке (рис. 9), 
а в однородной пленке эти напряжения 
практически не изменяются. 

ВЫВОДЫ 

1. В неоднородном цилиндре радиаль-
ные напряжения меньше, чем в однородном. 
Радиальные перемещения в неоднородном 
цилиндре меньше, чем в однородном.  

2. Перемещения по толщине неоднород-
ной оболочки изменяются незначительно, 
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а радиальные перемещения неоднородной 
оболочки меньше, чем однородной. Ради-
альные напряжения в неоднородной обо-
лочке меньше, чем в однородной оболочке. 
Тангенциальные напряжения по радиусу в 
неоднородной оболочке уменьшаются в 
большей степени, чем в однородной обо-
лочке. 

3. Под действием внутреннего давления
толщина неоднородной пленки уменьшает-
ся меньше, чем однородной. Сильное отли-
чие радиальных перемещений неоднород-
ной и однородной оболочек можно исполь-
зовать для определения параметров неодно-
родной оболочки. 

Полученные результаты можно приме-
нять для исследования неоднородных труб, 
оболочек и тонких пленок. 

Работа поддержана средствами госу-
дарственного бюджета по государствен-
ному заданию (№ 0246-2019-0088). 
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