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Аннотация. В первой части работы приводятся результаты экспериментальных иссле-
дований по определению собственных частот и форм колебаний пустотелых лопаток 
с наполнителем в виде пенопласта для рабочих колес центробежных вентиляторов 
типа ЦЧ-72. Определение величин собственных частот и форм колебаний расчетным 
путем выполнялось по программе МКЭ, приведена сравнительная оценка расчета и 
эксперимента. Во второй части работы рассматривается задача определения пара-
метра жесткости и полярного момента инерции пустотелого вала рабочего колеса 
вентилятора в сечении с дефектом в виде надреза с заданной координатой и длиной 
надреза по двум собственным частотам крутильных колебаний. 
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1ВВЕДЕНИЕ

Вопросы повышения прочности, надеж-
ности и ресурса, а также снижения энерге-
тических затрат при эксплуатации изделий 
машиностроения всегда были важными и 
актуальными, как и в настоящее время. Эти 
требования также относятся и к вентиля-
торным установкам центробежного типа, 
имеющим применение в различных отрас-
лях народного хозяйства: в промышленном 
и гражданском строительстве, транспорт-
ном машиностроении, химической и нефте-
перерабатывающей промышленности и др.

Основным узлом центробежной венти-
ляторной установки является ротор, вклю-
чающий в себя рабочее колесо, состоящее
из коренного, покрывного дисков, лопаток,
установленных между ними и вала. Все пе-
речисленные детали подвергаются вибраци-
онным нагрузкам, и вопросы исследования

Работа поддержана средствами государственного 
бюджета по госзаданию (№ 0246-2019-0088) 
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их динамики представляются важными и 
актуальными с точки зрения совершенство-
вания их конструкций, а также в разработке 
конструктивно-технологических мероприя-
тий, направленных на повышение прочно-
сти, надежности и ресурса.

Весьма эффективным методом исследо-
ваний вибрационных процессов является 
моделирование механических конструкций
изделий. При построении моделей опреде-
ляют основные связи между элементами 
объекта и присущие ему закономерности. 
Общими по степени формализации и удоб-
ными для исследования являются матема-
тические и электромеханические модели.
При рассмотрении динамических явлений в 
лопатках рабочего колеса последние моде-
лировались как трехслойные пластины пе-
ременной толщины с плотностью сохране-
ния первоначальной жесткости.
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Решение обратных задач о продольных, 
крутильных и изгибных установившихся 
волнах изложены в работах [1–6]. В работе
[7] изложен интегральный признак иден-
тификации дефектов в элементах стержне-
вых конструкций, позволяющий опреде-
лить не только их наличие и местоположе-
ние, но и степень их повреждаемости.

В случае стержней конечной длины для 
определения наличия дефектов можно ис-
пользовать изменение спектра собственных 
частот продольных, крутильных и изгибных 
колебаний.

ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ  
СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ФОРМ 

КОЛЕБАНИЙ ЛОПАТОК РАБОЧЕГО КОЛЕСА

Знание собственных частот и форм ко-
лебаний лопаток рабочих колес центробеж-
ных вентиляторов позволяет оценить участ-
ки возможных резонансных явлений и 
предотвратить разрушение лопаток путем 
модернизации ее конструкции. Рассмотрим 
собственные частоты и формы колебаний 
пустотелых лопаток центробежных венти-
ляторов с наполнителем в виде пенопласта
ППУ−3. Использование таких лопаток – од-
но из перспективных направлений в венти-
ляторостроении. 

В табл. 1 приводятся механические ха-
рактеристики материала лопатки, наполни-
теля и бобышек.

Таблица 1
Механические характеристики материала 

лопатки и наполнителя

Материал
Механические характеристики

Е1,2 µ1,2 ρ1,2

Стеклопластик 
ЭЦТ (оболочка 
лопатки)

1,9×104МПа 0,15 1,9
3см

г

ППУ-3 
(наполнитель) 80 МПа 0,2 0,5

3см

г

Стеклопластик
ДСВ-2Р-2М 1,97×104МПа 0,15 1,9

3см

г

Геометрические размеры лопатки, тор-
цевых бобышек, толщина обечайки показа-
ны на рис. 1. В местах крепления лопатка 
изготовлена однослойной из стеклопластика
в виде бобышки.

Профиль лопатки рабочего колеса цен-
тробежного вентилятора крыловидный, 
форма спинки лопатки параболическая, 
форма корытца прямолинейная, радиус 
входной кромки лопатки 0,24 см, радиус 
выходной – 0,08 см, хорда лопатки 20,5 см.
Размеры в % даны от диаметра колеса.  

Рис. 1. Геометрические характеристики лопатки
(продольное сечение лопатки) 

Лопатка рассматривается как трехслой-
ная пластина и приводится к неоднородной 
пластине переменной толщины H по фор-
мулам:
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где δ – толщина стеклопластиковой оболоч-
ки, h2 – толщина пенопласта, ρ – плотность 
материала неоднородной пластины.

Изменение толщины лопатки по хорде 
приводится в табл. 2 [8]. 

Таблица  2
Изменение толщины лопатки по хорде

№ H, см № H, см
1 0,45 11 1,97
2 1,35 12 1,82
3 1,875 13 1,64
4 2,025 14 1,44
5 2,137 15 1,255
6 2,212 16 1,065
7 2,22 17 0,81
8 2,16 18 0,481
9 2,11 19 0,24

10 2,07 20 0,08
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В табл. 3 приводится толщина H и плот-
ность ρ неоднородной пластины в зависи-
мости от толщины пенопласта h2.

Таблица  3
Изменение толщины H и плотности ρ 

неоднородной пластины в зависимости  
от толщины пенопласта h2

N h2, см H, см ρ, г/см3

1 0,05 0,45 1,76
2 0,95 1,171 1,055
3 1,475 1,501 0,994
4 1,625 1,592 0,998
5 1,737 1,656 0,983
6 1,812 1,699 0,981
7 1,82 1,703 0,980
8 1,76 1,669 0,983
9 1,71 1,641 0,985
10 1,67 1,617 0,986
11 1,57 1,559 0,990
12 1,42 1,472 0,999
13 1,24 1,359 1,016
14 1,04 1,230 1,04
15 0,855 1,103 1,072
16 0,665 0,97 1,124
17 0,41 0,773 1,24
18 0,081 0,481 1,68
19 0 0,24 1,9
20 0 0,08 1,9

Для определения расчетных собствен-
ных частот и форм колебаний лопаток ис-
пользовалась программа МКЭ                
(MSC NASTRAN). Лопатка разбивалась 
на 294 узла, по хорде 21 узел и по длине 
14 узлов. При решении задачи использова-
лись четырехугольные элементы. Принима-
лось шарнирное закрепление лопаток между 
дисками. На рис. 2 показаны фрагменты ло-
паток с различными собственными частота-
ми и формами колебаний, в табл. 4, 5 при-
водятся величины собственных частот 
и форм колебаний лопаток, полученные 
расчетным и экспериментальным путем. 

Экспериментальное определение соб-
ственных частот и форм колебаний лопаток 
проводилось на вибростенде марки ВДС−5.
На лопатку наклеивались тензорезисторы 
базой 10 мм типа КФ5П1-10-100 со стороны 
спинки по ее высоте на входной, средней 
и хвостовой частях. Выходные концы про-
водов тензорезисторов присоединялись 
к прибору ТУП−16 для усиления сигнала, 
после чего он поступал на компьютерное 
плато АЦП (аналогового цифрового преоб-
разователя), который преобразует поступа-

щие сигналы в напряжение. Формы колеба-
ний определялись при помощи щупа с пье-
зоэлементом на его конце.

Вынужденные частоты колебаний лопа-
ток возникают вследствие наличия осевого
направляющего аппарата с поворотными 
лопатками (ОНА) на входе в вентилятор, 
обеспечивающего регулирование подачи 
воздуха.  

а

б

в

г

Рис. 2. Собственные формы колебаний лопаток 
при частотах: а − f=1144 Гц; б − f=1372 Гц; 

в − f=2037 Гц; г − f=2138 Гц
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Таблица 4
Сравнительная оценка высокочастотных 

собственных колебаний лопаток, полученных 
расчетным и экспериментальным путем

f экс., Гц 1115 1795 1880 1920
f рас. 1144 1372 2037 2138

Формы
колебаний изгибно-крутильные

δ %, 
погрешность 14 23,5 22 10,3

Таблица 5
Собственные низкочастотные колебания лопаток,

полученные экспериментальным путем

f экс., Гц 174 336 480 636
Формы

колебаний изгибные

На основе полученных результатов экс-
периментальных исследований построена 
частотная диаграмма для лопаток рабочего 
колеса центробежного вентилятора (рис. 3)
[9−11].  

Рис. 3. Частотная диаграмма для лопаток
рабочего колеса центробежного вентилятора: 

1, 4, 8, 14, 24, 28, 34, 36 − номера гармоник

Диаграмма позволяет определить часто-
ты вращения ротора вентилятора, которые 
могут вызвать резонансные явления в ло-
патках вентиляторного колеса. Например, 
для вентиляторной установки с ОНА с чис-

лом поворотных лопаток z=12 явления ре-
зонанса в лопатках вентиляторного колеса
могут возникнуть на оборотах ротора: 
n1=788 об/мин, n2=1697 об/мин, n3= 
=2424 об/мин при собственных частотах ко-
лебаний лопаток f1=174 Гц, f2=336 Гц, f3=
=480 Гц. 

ДИАГНОСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВАЛА 
РАБОЧЕГО КОЛЕСА ЦЕНТРОБЕЖНОГО 

ВЕНТИЛЯТОРА ПО СОБСТВЕННЫМ 
ЧАСТОТАМ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Рассматриваются собственные крутиль-
ные колебания полого вала с повреждением
в виде надреза. Вал установлен левым и 
правым концами на упругих опорах с жест-
костью на кручение c1x и c2x и соединен по 
концам с муфтой с моментом инерции J1 и
рабочим колесом центробежного вентиля-
тора с моментом инерции J2 (рис. 4).

Рис. 4. Расчетная схема для крутильных
колебаний вала

Задача состоит в определении момента 
инерции и параметра жесткости поперечно-
го сечения пустотелого вала в зоне повре-
ждения. 

Обозначим через Jp, Jk полярный момент 
инерции и параметр жесткости поперечного 
сечения неповрежденной части вала, через 
L, F − длину и площадь поперечного сече-
ния вала, через G, ρ − модуль сдвига, плот-
ность материала вала, через l, f − длину и 
площадь поперечного сечения вала в зоне 
повреждения, через xc − начальную коорди-
нату повреждения, через jp, jk полярный мо-
мент инерции и параметр жесткости попе-
речного сечения вала в зоне повреждения, 
через φ, M − угол поворота и крутящий мо-
мент в сечении стержня, причем для полого 
вала с кольцевым сечением [12] 
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,pp Jj ≤ ),(π 22 rRF −= (2)

где R и r – внешний и внутренний радиусы 
поперечного сечения вала.

Между крутящим моментом M и отно-
сительным углом закручивания θ принима-
ется следующая зависимость

,θkGJM = .θ
x∂
ϕ∂

= (3)

Уравнение крутильных колебаний имеет 
вид 
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Граничные условия записываются 
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Условия стыкования решений при x=xc
и xcl=xc+l (условия равенства крутящих мо-
ментов и углов поворота) имеют вид

,221

x
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ϕ∂
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Частное решение задачи (4) имеет вид: 

),/(sin)sincos( ititiiii txBxA αω=αωα+α=ϕ

1 3 1

2 1

,

, .

t t p k

p k p p p

a J GJ

m m m j J

α = α = ω = ω ρ

α = α =

Шесть констант в этом решении, запи-
санном для областей 0≤x≤xc, xc≤x≤xcl,
xcl≤x≤L, определяются из шести граничных 
условий (5)–(7). Для того чтобы Ai, Bi
(i=1÷3) не были равны нулю одновременно, 
необходимо, чтобы следующий определи-
тель равнялся нулю

det (αӱ)=0.                        (8)
Ненулевые элементы этого определите-

ля записываются в виде

( ) ( ) ( )
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Если частное решение представить в ам-
плитудной форме φi=Ci sin (αix+δi) sin ωt t, то 
частотное уравнение после исключения ше-
сти констант Ci, δi (i=1, 2, 3) записывается 
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Прямая задача. Решение уравнения (9)
проведено численно для следующих пара-
метров системы: G=0,77·1011 Па,
ρ=7800 кг/м3, L=0,6 м, R=0,03 м, r=0,025 м, 
Jp=9,817·10−6 м4, J1=0,04 кгм2, J2=0,15 кгм2,
c1=0 Н·м, c2=0 Н·м. При этом первая, вторая 
собственные частоты колебаний вала без 
надреза ω1=16451,0632 с−1, ω2= 
=32902,1265 с−1. Для вала с надрезом 
при xc=0,02 м, l=0,005 м, mp=1,0, mk=0,2
решение прямой задачи дает, что круговые 
частоты крутильных колебаний вала 
ω1=16402,4122 с−1, ω2=32432,8635 с−1. Вид-
но, что частоты крутильных колебаний вала 
уменьшились. 

На рис. 5 приводятся зависимости кру-
говых частот крутильных колебаний вала ω1
(фрагмент а), ω2 (фрагмент б) от длины 
надреза l для параметров mp=1, mk=0,2 и 
различных xc (в м) (кривая 1 – 0,2; 2 – 0,22; 
3 – 0,24). Видно, что частоты крутильных 
колебаний уменьшаются с увеличением 
длины надреза. 
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Рис. 5

На рис. 6 приводятся зависимости кру-
говых частот крутильных колебаний вала 
ω1, ω2 от параметра mk для координаты 
надреза xc=0,02 м, длины надреза l=0,0025 м 
и различных mp (кривая 1 – 1,0; 2 – 0,8; 
3 – 0,6). Отметим, что частоты крутильных 
колебаний увеличиваются с увеличением 
параметра жесткости в зоне надреза.

а

б

Рис. 6

Обратная задача. Если частотное урав-
нение записать для двух частот свободных 
крутильных колебаний, то из полученной 
системы уравнений определяются парамет-
ры mk и mp при известной координате по-
вреждения xc и его длине l. Например, для 
координаты повреждения xc =0,02 м, длины 
l=0,005 м для круговых частот крутильных
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колебаний вала ω1=16440 рад/с, 
ω2=32760 рад/с решение обратной задачи 
дает, что стержень имеет параметры 
mk=0,21499, mp=0,96507.

На рис. 7 приводятся зависимости пара-
метров: mk (фрагмент а), mp (фрагмент б) от 
круговой частоты крутильных колебаний 
стержня ω1, для ω2 =32760 рад/с (кривая 1), 
ω2=32770 рад/с (кривая 2), ω2=32780 рад/с 
(кривая 3) для координаты повреждения 
xc=0,02 м, длины l=0,005 м. Проведенные 
исследования показывают, что при извест-
ных координате повреждения и его длине 
по двум частотам свободных крутильных 
колебаний можно определить параметр 
жесткости и полярный момент инерции 
в зоне повреждения.

а

б

Рис. 7

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Задача вибродиагностики лопаток рабо-
чего колеса центробежного вентилятора 
позволила определить спектр собственных 
частот и форм колебаний. На основе полу-
ченного спектра собственных частот нахо-
дятся резонансные частоты колебаний. По-
лученные резонансные частоты и формы 
колебаний позволяют выполнить разработ-
ку конструктивно-технологических меро-
приятий лопатки, направленных на обеспе-
чение надежности. Следует также отметить, 
что полученные собственные частоты, 
найденные расчетным и эксперименталь-
ным путем, различаются не более чем на 
23,5%. Для повышения точности расчетных 
и экспериментальных исследований по 
определению собственных частот колеба-
ний лопаток рекомендуется увеличить чис-
ло узлов конечных элементов лопатки 
с уточнением ее физической модели, а так-
же проведение испытаний вращающегося 
ротора.

Во второй части работы найдены часто-
ты крутильных колебаний вала ротора вен-
тилятора, которые уменьшаются с увеличе-
нием длины дефекта в виде надреза и уве-
личиваются с увеличением параметра жест-
кости. По двум собственным частотам 
крутильных колебаний при известных коор-
динатах повреждения и длине дефекта 
определяются полярный момент инерции и 
параметр жесткости поперечного сечения 
вала в зоне повреждения. 
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