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Аннотация. Рассмотрены критерии наблюдаемости, управляемости и идентифициру-
емости приводов как функции ранга расширенной матрицы состояния с матрицей из-
мерения, в которой аналитически учтены относительные ошибки информационно-
измерительной системы. Предложен алгоритм вычисления критерия идентифициру-
емости нелинейной системы управления в дискретном варианте. Предложено ис-
пользовать идентификацию с точки зрения соответствия математической модели ре-
зультатам эксплуатации объекта. На каждом шаге вычисляется определитель расши-
ренной матрицы, который сравнивается с некоторой константой, численно разделя-
ющей пространство матриц состояния. Полученные результаты исследований 
возможно использовать для построения систем диагностики приводов роботов.  

Ключевые слова: диагностика; идентификация; приводы роботов; пространство со-
стояний; нелинейная дискретная модель. 

 
 ВВЕДЕНИЕ 

Приводы роботов работают в автоном-
ном режиме, иногда в экстремальных усло-
виях. Для обеспечения их высокой надеж-
ности требуется эффективная система диа-
гностики. Для диагностики приводов робо-
тов предлагается алгоритм принятия реше-
ния об их идентифицируемости на основе 
дискретной цифровой модели управления, 
основанный на подходе соответствия апри-
орной модели объекта результатам эксплуа-
тации, т. е. процесс диагностики определяет 
адекватность применимости модели объек-
ту. Алгоритм основан на вычислении значе-
ния критерия идентифицируемости для дис-
кретной нелинейной модели в пространстве 
состояний. 

 Работа поддержана грантом РФФИ 18-08-00772а. 

Необходимым условием при решении 
задач синтеза систем управления и диагно-
стики является процесс их идентификации. 
Причем при синтезе систем управления 
приводов возможны, а порой и необходимы 
различного рода допущения, направленные 
на упрощение математической модели с це-
лью получения конструктивного результата. 
При разработке алгоритмов диагностирова-
ния приводов желательно избегать любых 
допущений, так как точность идентифика-
ции всецело определяет глубину и досто-
верность формируемого диагноза. То есть 
процесс глубокой и точной идентификации 
приводов является основополагающим при 
разработке алгоритмов их диагностирова-
ния, обеспечивающих необходимую досто-
верность формируемого диагноза. 
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Метод идентификации в пространстве 
состояний активно развивается за последние 
два десятилетия и успешно реализован во 
многих отраслях промышленности. Одним 
из первых П. Эйкхофф выполнил теорети-
ческие обоснования идентификации, разра-
ботал алгоритмы и способы идентификации 
[1, 2]. Исследованию идентификации дина-
мических систем посвящены работы 
Д. Гроппа [3], Л. Льюнга [4], Э. П. Сэйджа и 
Дж. Л. Мелсы [5, 6], среди российских авто-
ров – Я. З. Цыпкина [7], Н. С. Райбмана [8], 
Ш. Е. Штейнберга [9] и др. 

Р. Беард разработал схему обнаружения 
дефектов на основе наблюдателей [10]. 
Джонс продолжил данные исследования и 
разработал фильтр обнаружения дефектов 
Беарда − Джонса (Beard-Jones Fault Detec-
tion Filter) [11]. В 1980-е и начале 1990-х гг. 
были разработаны основные подходы к ко-
личественной диагностике: подход, осно-
ванный на наблюдателях, метод оценки па-
раметров и т. д. Некоторые важные работы в 
этом направлении: Франк [12], Исерманн 
[13], Басвиль и Никифоров [14]. Разработан-
ные методики хорошо теоретически обосно-
ваны и являются классическими методиками 
диагностики. Они основаны на аналитиче-
ской избыточности, которая представляет 
собой модель, описывающую диагностируе-
мую техническую систему. По диагностике 
приводов роботов опубликованы статьи и 
монографии [15–26], где рассмотрены под-
ходы как на базе параметрического подхода, 
так и на непрерывных и дискретных моделях  
приводов в пространстве состояний. Разра-
ботки в области дискретного управления, 
прежде всего, опираются на теорию автома-
тического управления. Здесь необходимо 
отметить научные исследования А. М. Ля-
пунова, Г. В. Щипанова, И. Н. Вознесен-
ского, Е. П. Попова, В. В. Солодовникова, 
Е. С. Пятницкого и др. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Для приводов постоянного тока, кото-
рые широко используются в приводах робо-
тов, приведены уравнения управления для 
непрерывных нелинейных систем в про-
странстве состояний: 

BuAxx += ,  (1) 
Cxy = ,                        (2) 

где A  – матрица состояния; B  – матрица 
управления; C  – матрица измерения; x  – 
вектор состояния.  

Классическая модель двигателя постоян-
ного тока (ДПТ) с постоянными параметра-
ми не соответствует реальности во всем ра-
бочем диапазоне, поэтому была добавлена 
нелинейность, связанная с вязким трением. 

Для модели привода на базе ДПТ извест-
ны следующие дифференциальные урав-
нения первого порядка: 
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яяя ei
dt
diTRu +






 += ,  (3) 
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dθ
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яMEя ω, ikMke == , (6) 

я

я
я R

LT = ,    (7) 

где яяя ,, eiu  – напряжение, ток и противо-
ЭДС якоря ДПТ; яяя ,, TRL  – индуктив-
ность, сопротивление и электромагнитная 
постоянная времени якоря ДПТ; ω, M, MH, 
θ – угловая скорость, электромагнитный 
момент ДПТ, момент нагрузки и угол пово-
рота вала ДПТ; J  – момент инерции ротора 
ДПТ и нагрузки; ME , kk  – коэффициенты, 
которые являются конструктивными посто-
янными двигателя; в_трk  – коэффициент вяз-
кого трения ДПТ. 

Далее уравнение (3) для непрерывных 
нелинейных систем записано в форме Коши 

яEяя
я

я ω UkIR
dt

dIL +−−=  (8) 

Для идентификации модели ДПТ ис-
пользуется пара уравнений (8) и (4) в про-
странстве состояний, на базе которых стро-
ится векторно-матричная модель. В каче-
стве вектора управления задается скалярная 
величина, напряжение питания привода U. 

В общем виде, когда хотя бы одна из 
матриц А, В, С зависима от времени, задача 
является нелинейной и имеет только част-
ные решения.  
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Для нахождения уравнения в простран-
стве состояний представим уравнения (1, 2) 
в дискретном виде, причем время дискрети-
зации T стремится к нулю, а траектория 
движения на каждом дискретном участке 
линейна. 

Запишем решение для нелинейной зада-
чи в дискретном виде, когда матрицы А, В, 
С постоянны в моменты времени k, 
k = 0,1,2,3, … 

,1
kkkk

kk

T
uBxAxx

+=
−+  (9) 

или 
,1 kkkkk

~~ uBxAx +=+                (10) 

где ,EAA +=T~
k kk T~ BB = .

Данное уравнение (10) связывает пере-
ход системы из состояния xk в состояние 
xk+1. На участке T примем значения матриц 
Ak, Bk, Сk  постоянными. Для удобства в по-
следующих записях уберем знак «волнистая 
черта». 

Будем считать, что матрица 11 −− = kCC  
на каждом шаге k не изменяется, определя-
ется информационно-измерительной систе-
мой, может быть представлена как 

n
1 ξ+=− EC , (11) 

где [ ]T
21 ... nn ξξξ=ξ – случайный век-

тор, отображающий случайный характер 
измерений информационно-измерительной 
системой, входящей в состав приводов. 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ 
ПРИВОДОВ РОБОТОВ 

Рассмотрим вопрос идентификации мо-
дели приводов роботов с точки зрения ана-
лиза выражения (10), где на каждом шаге 
линеаризации критерием идентифицируе-
мости и наблюдаемости является ранг рас-
ширенной матрицы. 

[ ] n)(...)(rank k
n

kkkkkk =− T1TT2TTTT CACACAC
(12) 

Матрица T
kC  полностью определяется 

информационно-измерительной системой, 
т. е. относительной ошибкой измерения или 
классом точности. Запишем модель инфор-
мационно-измерительной системы в мат-
ричной форме в виде (2): 
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где hi – относительная ошибка измерения; 
iξ  – реализация нормально распределенной 

случайной величины со средним квадрати-

ческим отклонением 
3

i
i

h
=σ , ni ,1= .

Тогда для максимальных ошибок в 
меньшую сторону в наихудшем случае для 
всех измерительных каналов, учитывая не-
прерывный и бесконечный характер реали-
зации нормально распределенной случай-
ной величины, предполагающей, что боль-
шинство значений входят в интервал 

iii σ≤ξ≤σ− 33 , ni ,1= , можем записать 
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В нашем случае каналы измерения неза-
висимы и определитель матрицы С будет 
равен 

h )(1− h )...(1(1det 21
T
n −=C − hn ).    (15) 

Раскроем скобки в (15), исключим члены 
второго и большего порядка малости, полу-
чим 

.1...1det
1

21
T ∑

=

−=−−−−=
n

i
inn hhhhC  (16) 

Если относительная точность по всем 
измерительным каналам одинакова, hhi = , 

ni ,1= , то из (16) получим 
nhn −= 1det TC .  (17) 

Аналогично для максимальных ошибок в 
большую сторону в наихудшем случае для 
всех измерительных каналов можем записать 

∑
=

+=++++=
n

i
inn hhhh

1
21

T 1...1det C . (18) 

ndet C T = 1+ nh. (19) 
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Значение определителя в (19) всегда 
больше единицы, так как величина относи-
тельной точности всегда положительна, 

0>ih , ni ,1= . 
Таким образом, условие идентифициру-

емости модели приводов роботов в случае  
0)(det T >i

k nС , n,i 1= . (20) 
будет условием 

01det
1

T >−= ∑
=

n

i
in hC  (21) 

или 

1
1

<∑
=

n

i
ih . (22) 

Учитывая, что во многих практических 
задачах управления размерности задач не 
превышают десяти, а относительная точ-
ность измерения равна единицам процентов, 
можно сделать вывод о влиянии на иденти-
фицируемость модели приводов роботов 
только матрицы состояния 

T
kA , nk ,1= , (23) 

которая и будет в конечном итоге опреде-
лять ранг матрицы (12). 

Предлагается для практических задач 
определять идентифицируемость модели 
приводов в виде 

γ,)(det)(detmin T >nn T
k

n
k CA    (24) 

где k – номер шага в нелинейной модели; 
n – размерность модели; γ – критерий иден-
тифицируемости, выбираемый путем моде-
лирования матрицы состояния для случаев 
выхода параметров матрицы А из простран-
ства реализуемых значений исправного 
объекта. 

ДИАГНОСТИКА ПРИВОДОВ РОБОТОВ  
НА БАЗЕ ДВИГАТЕЛЯ ПОСТОЯННОГО ТОКА 
ПО КРИТЕРИЮ ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТИ 

МОДЕЛИ ПРИВОДОВ 

Рассмотрим диагностику приводов на 
базе ДПТ в пространстве состояний. Так как 
регулятор привода должен обеспечивать ре-
гулирование по моменту и скорости враще-
ния, то в качестве обобщенных координат 
выбраны ток якоря I, частота вращения яко-
ря ω. Управлением являются напряжение на 
якоре U, возмущением – момент сопротив-
ления нагрузки MН. Параметрами модели яв-
ляются активное сопротивление и индуктив-

ность цепи и якоря, обозначенные, соответ-
ственно, R и L, а также приведенный момент 
инерции J и конструктивные постоянные kE 
и kM. Разрешив исходную систему относи-
тельно первых производных, получено урав-
нение ДПТ в пространстве состояний. 

Запишем векторно-матричную модель 
ДПТ в виде (1, 2):  
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Запишем векторно-матричную модель 
ДПТ в виде (10): 
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где 
T
JkkkM ))(ω̂)1(ω()(Н −+= ; )(ˆ),(ˆ kkI ω  – 

измеренное значение тока и угловой скоро-
сти; )1( +ω k  – запланированное значение 
угловой скорости. 

Вычислим момент нагрузки в определи-
теле матрицы A для равенства  
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1
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Равенство нулю матрицы A приводит 
(24) к неидентифицируемости модели при-
вода робота в пространстве состояний.  

Выражение 
T
JkkkM ))(ω̂)1(ω()(Н −+=

дает соотношение между механическими па-
раметрами ДПТ, позволяет определять ин-
тервал изменения величин без потери иден-
тифицируемости. Кроме того, требуется учи- 
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тывать ограничения по максимальным зна-
чениям скорости вращения, электрическому 
току и напряжению для данного привода. 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ  
ПО ИССЛЕДОВАНИЮ  

ИДНТИФИЦИРУЕМОСТИ МОДЕЛИ ДПТ 
В ДИСКРЕТНОЙ ФОРМЕ 

Схема модели ДПТ для расчета опреде-
лителя матрицы состояния А построена в 
программном комплексе «Среда динамиче-
ского моделирования технических систем 
SimInTech» (№ 2379 в Едином реестре рос-
сийских программ), разработанном ООО 
«3В Сервис» [27]. 

Исследовано влияние изменения скоро-
сти вращения ДПТ на определитель матри-
цы состояния А. Анализ зависимости опре-
делителя матрицы состояния А от величины 
требуемой угловой скорости )1( +ω k  в сле-
дующий момент времени показывает, что 
данный определитель равен нулю при угло-
вой скорости )1( +ω k = 320 рад/с, т. е. в 
2 раза больше номинальной угловой скоро-
сти 160 рад/с. В табл. 1 приведено значение 

)1( +ω k , рад/с, при котором определитель 
матрицы   равен  0  при  разных   интервалах 
дискретизации Т. 

Анализ величины требуемой угловой 
скорости )1( +ω k  от предыдущего значения 
угловой скорости )(kω показывает, что мак-
симальное значение требуемой угловой ско- 

рости ω(k +1)  может быть только в 2 раза 
больше предыдущего значения угловой 
скорости ω(k) при Т = 0.001. 

Таблица 1 
Значение угловой скорости, при котором 

определитель матрицы равен 0  
при разных интервалах дискретизации Т 

Значение времени 
дискретизации Т, с 

Значение угловой скорости 
ω(k + 1), рад/с 

0.001 320 
0.003 322 
0.005 327 
0.007 340 
0.010 378 
0.011 401 
0.012 437 
0.013 490 
0.014 586 
0.015 780 

На рис. 1 показана зависимость опреде-
лителя матрицы состояния А от времени 
дискретизации T. 

При времени дискретизации T = 0.01 c 
максимальная угловая скорость ДПТ 
w1max = 378 рад/с. Для данной угловой ско-
рости ДПТ электрический ток через обмот-
ку якоря имеет значение I = 73 А. С учетом 
максимального допустимого электрическо-
го тока через обмотку якоря 20 А получает-
ся максимальная угловая скорость w1max = 
= 215 рад/с, если предыдущее значение уг-
ловой скорости ω(k) = 160 рад/с. 

Рис. 1. Зависимость определителя матрицы состояния А от времени дискретизации T 
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При времени дискретизации T = 0.005 c 
максимальная угловая скорость ДПТ 
w1max = 327 рад/с. Для данной угловой ско-
рости ДПТ электрический ток через обмот-
ку якоря имеет значение I = 111 А. С учетом 
максимального допустимого электрическо-
го тока через обмотку якоря 20 А получает-
ся максимальная угловая скорость        
w1max = 187 рад/с, если предыдущее значе-
ние угловой скорости ω(k) = 160 рад/с. 

При времени дискретизации T = 0.001 c 
максимальная угловая скорость ДПТ 
w1max = 320 рад/с. Для данной угловой ско-
рости ДПТ электрический ток через обмот-
ку якоря имеет значение I = 524 А. С учетом 
максимального допустимого электрическо-
го тока через обмотку якоря 20 А получает-
ся максимальная угловая скорость 
w1max = 165 рад/с. При такой частоте дискре-
тизации T = 0.001 с возможно увеличение 
угловой скорости ДПТ только на 5 рад/с.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящее время ввиду того, что по-
чти все задачи практики по управлению 
приводами роботов не могут быть точно 
представлены линейными моделями, а ре-
шение нелинейных моделей в общем случае 
отсутствует, важной является разработка 
алгоритмов управления на основе дискрет-
ных моделей. Дискретные модели нелиней-
ных систем предполагают переменные мат-
рицы состояния, управления и измерения, 
определяющие бесконечное множество ва-
риантов этой модели. Поэтому необходим 
некоторый инструмент вычисления степени 
адекватности математических моделей и 
реальных объектов.  

В данной работе представлен алгоритм 
идентификации нелинейных сложных объ-
ектов на основе дискретной цифровой мо-
дели управления. В качестве критерия оп-
тимальности алгоритма идентификации вы-
бран критерий принятия решений в сочета-
нии с критерием идентифицируемости для 
алгоритма управления. Критерии иденти-
фицируемости позволяют либо по модели 
измерительной матрицы, либо по совокуп-
ности моделей матрицы состояния и изме-
рительной матрицы определить степень со-
ответствия моделей объекту управления. 

Получена область допустимых значений уг-
ловых скоростей в зависимости от времени 
дискретизации, при ограничениях по допу-
стимому электрическому току. 
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