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Аннотация. В инженерной практике часто приходится рассчитывать нестационарное 
температурное поле в плоской стенке. Для решения таких задач в данной статье раз-
работан сплайн-метод степени 3 дефекта 1, позволяющий моделировать процесс 
теплопроводности для бесконечно протяженной пластины. Рассматривались два типа 
задач при зависящих от температуры теплофизических свойствах материала и при за-
данных нелинейных краевых условиях первого рода на границах пластины. Для оцен-
ки точности решения уравнения теплопроводности методом сплайнов были решены 
эталонные задачи, имеющие точные аналитические решения. Показано, что исполь-
зование метода сплайнов позволяет получить решения задач нестационарной тепло-
проводности с относительной погрешностью не более 1∙10–5. 

Ключевые слова: сплайны; моделирование; численные методы; нестационарная теп-
лопроводность; нелинейные дифференциальные уравнения теплопроводности.  

 
 ВВЕДЕНИЕ 

Для оценки работоспособности кон-
струкции, работающей в условиях нагрева, 
необходимо знать возникающее в ней тем-
пературное поле. Его можно изучить экспе-
риментально или определить при решении 
уравнения теплопроводности. Эксперимен-
тальный метод является весьма трудоемким, 
и не всегда имеется возможность его реали-
зовать. Поэтому в большинстве случаев 
температурное поле определяется расчет-
ным путем [1–5]. При этом важным являет-
ся выбор соответствующего математическо-
го аппарата: аналитические методы, метод 
конечных разностей, метод конечных эле-
ментов и др. 

Теплопроводность в твердых телах опи-
сывается уравнениями в частных производ-
ных [1, 2], которые зачастую невозможно 
решить аналитически. Поэтому представля-
ется перспективным применить для реше-
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ния задач теплопроводности метод сплай-
нов, который показывает высокую эффек-
тивность при решении дифференциальных 
уравнений, имеющих место в механике де-
формируемого твердого тела [6‒12]. 

Для оценки точности численного метода 
расчета температурных полей на основе 
сплайнов можно решать тестовые задачи 
теплопроводности, имеющие точное анали-
тическое решение, и анализировать количе-
ство точных значащих цифр, полученных 
при численном решении. Такой подход поз-
воляет в данной статье количественно оце-
нивать точности численного метода сплай-
нов при решении задач теплопроводности. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В реальных тепловых процессах темпе-
ратура на поверхности твердого тела часто-
изменяется во времени под влиянием раз-
личных факторов. Кроме того, в реальных 
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материалах коэффициент теплопроводности 
λ и удельной объемной теплоемкости с яв-
ляются функциями температуры и темпера-
турное поле описывается нелинейным диф-
ференциальным уравнением. 

В связи с этим, в данной работе реша-
лась решалось 2 типа задач: 

• краевая задача нестационарной теп-
лопроводности с заданными нелинейными 
начальными и граничными условиями пер-
вого рода при не зависящих от времени и 
температуры коэффициентах теплопровод-
ности λ и удельной объемной теплоемкости 
с : λ = const, c = const (задача 1-го типа);  

• краевая задача нестационарной теп-
лопроводности с заданными нелинейными 
начальными и граничными условиями пер-
вого рода при коэффициентах теплопровод-
ности λ и удельной объемной теплоемкости 
с , являющихся функциями температуры: 

)(Tλ=λ , )(Tcc =  (задача 2-го типа). 
В общем виде дифференциальное урав-

нение теплопроводности при отсутствии 
внутренних источников тепла имеет вид [2]: 

 T Tc
t x x

∂ ∂ ∂ ρ = λ ∂ ∂ ∂ 
, (1) 

где t – время; x – координата точки; 
T = T(t, x) – функция, описывающая измене-
ние температуры по времени t и 
координате x; ρ – плотность материала; c – 
удельная теплоемкость материала; λ – ко-
эффициент теплопроводности материала 
вдоль координатной оси X. 

В данной работе оценим точность реше-
ния уравнения (1) методом сплайнов степе-
ни 3 дефекта 1, сопоставляя численной ре-
шение с точным аналитическим решением 
тестовой задачи для двух случаев, описан-
ных выше. 

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
МЕТОДА СПЛАЙНОВ 

Основы метода сплайнов применительно 
к задачам о деформировании твердых тел 
изложены в работе [6–12]. 

Одной из основных особенностей 
сплайна степени 3 дефекта 1  является не-
прерывность вторых производных сплайн-
функции W3,1(x) во всех точках из области 

определения, что весьма желательно при 
решении дифференциального уравнения 
теплопроводности (1), где присутствует 
вторая производная ∂2T/∂x2. В этом заклю-
чается преимущество метода сплайнов по 
сравнению c методом конечных разностей и 
методом конечных элементов, где не обес-
печивается непрерывность вторых произ-
водных. 

При построении сплайна степени 3 де-
фекта 1 [6] на отрезке [a, b] формируется 
сетка ∆x, имеющая Nx узлов: 

 ∆x: a = x1< x2<…< xNx = b. (2) 

На данной сетке строится сплайн-
функция W3,1(x) степени 3 дефекта 1, име-
ющая Ns = Nx + 2 степеней свободы. 

В пределах каждого отрезка 
[xi, xi + 1], i = 1,…,Nx –1 сплайн-функция 
W3,1(x) является многочленом третьей сте-
пени 
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Согласно [6] параметры, определяющие 
сплайн, сведем в вектор-столбец Q из 
Ns = Nx + 2 параметров сплайна: 

 Q = ( qk, k = 1, 2,…, Nx + 2)T , (4) 
где 
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Число компонент вектора Q равно числу 
степеней свободы сплайна. 

Из узловых значений сплайн-функции 
W3,1(x) и ее производных в узлах выбранной 
сетки Δ сформируем векторы-столбцы: 
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(6) 

Данные векторы определим согласно [6] 
матричными выражениями: 
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2 2

f f df df

d f d f

, ,= =
=

V M Q V M Q
V M Q ,  (7) 

где 2f df d f, ,M M M  – прямоугольные матри-
цы размера N˟(N+2), формируемые по мето-
дике, изложенной в [6]. 

ТЕСТОВАЯ ЗАДАЧА 1-ГО ТИПА  
И ЕЕ ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ 

ПРИ РЕШЕНИИ МЕТОДОМ СПЛАЙНОВ 

Оценка точности предлагаемого метода 
сплайнов выполнялась при решении тесто-
вой задачи, имеющей точное решение. При 
этом рассматривалась неограниченная 
плоская стенка толщиной H, поверхности 
которой имеют координаты x = 0 и x = H 
(рис. 1). 

 
 H  Y  

X  0  

),( txTT =  

 
Рис. 1. Температурное поле 

в плоской стенке 

Частное точное решение уравнения (1) 
отыскивается в виде: 

 ( )2 2

cos sina tT e A x B x−µ= µ + µ , (8) 

где 

 µ = const, A = const, B = const. (9) 

Для проверки пригодности выражения 
(8) в качестве точного решения дифферен-
циального уравнения (1) вычислим произ-
водные: 

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2
2 2

2

cos sin

sin cos

cos sin

a t

a t

a t

T a e A x B x ,
t
T e A x B x ,
x
T e A x B x .

x

−µ

−µ

−µ

∂ = −µ µ + µ ∂
∂ = −µ µ + µ µ ∂

∂
= −µ µ − µ µ ∂

 (10) 

При подстановке (10) в (1) получается 
тождество, которое свидетельствует о спра-

ведливости принятия выражения (8) в каче-
стве частного решения дифференциального 
уравнения (1). 

Для конкретизации задачи принимаем, 
что пластина изготовлена из стеклопласти-
ка, имеющего следующие теплофизические 
свойства: плотность ρ = 0,9⋅103 кг/м3, коэф-
фициент теплопроводности материала 
λ = 0,128 Вт/м⋅К, удельная теплоемкость 
c = 1,93⋅103 Дж/кг⋅К. 

Для данных характеристик материала 
вычисляется величина a2: 

 a2 = λ/(cρ) = 7,37⋅10–8 м2/с. (11) 

Зададим коэффициент µ = 50π. 
Для выбранных коэффициентов на осно-

ве (8) задаются нелинейные краевые усло-
вия при x0 = 0 и xN = H = 0,01 м: 

 

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

0 0 0cos sin

cos sin

cos sin
2 2

a t

a t

a t
N N N

a t a t

T e A x B x
Ae ,

T e A x B x

e A B Be .

−µ

−µ

−µ

−µ −µ

 = µ + µ =
=
 = µ + µ =
 π π = + =   

 (12) 

На основе (8) уравнение начальных 
условий при t = 0 принимает вид: 

 ( )0 cos50 sin50T A x B x.= π + π  (13) 

Задав A = 500, B = 100 и конечное время 
расчетов tk = 1000 с , построим на рис. 2 
графики точных функций изменения темпе-
ратуры по толщине материала стенки (12) и 
(13) для расчетных моментов времени 
t = 0, 200, 400, 600, 800, 1000 с. График из-
менения температуры при начальном вре-
мени t = 0 определяет начальные условия 
решаемой задачи. 

 

 
Рис. 2. Изменение температуры 

по толщине стенки
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На рис. 3 представим графики измене-

ния температуры на границах стенки при 
x0 = 0 и xN = H, определяющие краевые 
условия задачи. 

 

 
Рис. 3. Изменение температуры во времени 

на поверхностях стенки 

Запишем дискретный аналог данного 
уравнения теплопроводности при решении 
методом сплайнов. 

Традиционно при решении задачи не-
стационарной теплопроводности применя-
ется пошаговый метод расчета, в котором 
формируется прямоугольная матрица T рас-
четных температур размера Nx × Mt: 

( ) 1 1m
n x tT , n ,...,N , m ,...,M ,= = =T  (14) 

где Nx – число узлов вдоль координатной 
оси X; Mt – число узлов вдоль временной 
оси t. 

На первом шаге температуры 
( )1 1n xT , n ,...,N=  определяются уравнением 

начальных условий (13). На втором и по-
следующих шагах (m = 2,…, Mt) строится 
дискретный аналог дифференциального 
уравнения (1) при уже найденных на 
предыдущем шаге температурах 

( )1 1m
n xT , n ,...,N− = . 

При формировании дискретного аналога 
уравнения теплопроводности (5) первые 
производные ∂T / ∂x в узлах xn заменим их 
разностными аналогами: 

 
( ) ( ) ( )1

1
m m

n n n
x

t

T x T T , n ,...,N .
t

−∂ −
≅ =

∂ ∆
 (15) 

Сформируем векторы из пока неизвест-
ных ( )1 1m

n xT , n ,...,N− =  и уже определенных 
на предыдущем m–1 шаге значений 

( )1 1m
n xT , n ,...,N− =  температур: 

 
( )( )

( ) ( )( )1 1

1

1

m
T n x

m m
T n x

T , n ,...,N ,

T , n ,...,N .− −

 = =


= =

V

V
 (16) 

На основе (7) определим вектор VT мат-
ричным выражением: 

 T f=V M Q.  (17) 

Сформируем вектор V∂2T из значений 
вторых производных функции температуры 
T = T(x, t) по координате x в узлах 
xn, n = 1,…, Nx для момента времени tm: 

 
( )2

2 2 1n m
T x

x ,t
, n ,...,N .

x∂

 ∂
= = 

∂ 
V  (18) 

На основе (7) определим вектор T2∂V  
матричным выражением: 

 2 2T d f∂ =V M Q.  (19) 

С учетом (15)–(19) разностный аналог 
уравнения теплопроводности (1) принимает 
вид: 

 ( )12
2

1 1 m
f d f T

t t

a .−− =
∆ ∆

M Q M Q V  (20) 

Система (20) содержит Nx уравнений с 
Nx + 2 неизвестными. Дополним ее двумя 
уравнениями, учитывающими краевые 
условия: 

 

( )

( )

1 1
1

2
1

x

x

x

N
mf

,k k
k
N

mf
,k k N

k

M q T ,

M q T .

=

=


=


 =

∑

∑
 (21) 

В итоге (20) и (21) образуют систему из 
Nx + 2 уравнений с Nx + 2 неизвестными, из 
решения которой находим значения темпе-
ратур ( ) 1m

n xT , n ,...,N=  для временного 
слоя m. Далее подобные вычисления вы-
полняются для следующего момента време-
ни tm. 

ТЕСТОВАЯ ЗАДАЧА 2-ГО ТИПА  
И ЕЕ ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ 

ПРИ РЕШЕНИИ МЕТОДОМ СПЛАЙНОВ 

Для тестовой задачи выбираем следую-
щие исходные данные: толщина пластины 
h = 10 мм = 1∙10–2 м,  границы  пластины

0 200 400 600 800
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0
(t)

- T
N
(t)



 
МА ШИНОСТРОЕН ИЕ И М А ШИНОВЕ ДЕНИЕ  14 

имеют координаты х0 = 0, xN = h; начальное 
и конечное время процесса теплопроводно-
сти t0 = 0 с, tM = 1000 с; параметр темпера-
турного поля a = 60oC. 

Зададим функции λ = λ (T), C = C(T) в 
следующем виде: 

 ( )
( )( )2

T

T

r s ln k T ,
C k r s s ln k T / m,
λ = +

= + +
 (22) 

где m = 3∙10–3 1/c, k =–80 1/м, r = 
0,02  Вт/(м∙oC), s = 0,1 Вт/(м∙oC), kT = 1 1/oC ‒ 
некоторые постоянные коэффициенты. 

Решение уравнения (1) ищем в виде: 

 constkx mtT ae e , a .= =  (23) 

Для выбранных параметров по формуле 
(23) рассчитано температурное поле, кото-
рое в форме графических зависимостей 
температуры T от координаты x для ряда 
расчетных моментов времени представлено 
на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Графики изменения температуры T 

по толщине пластины x в различные 
моменты времени t 

На рис. 5 представлены графики изме-
нения температуры на левой T0(t) и правой 
TN(t) границах пластины. 

 

 
Рис. 5. Графики изменения температуры T 

на границах пластины: при x = 0 зависимость 
T0(t); при x = h зависимость TN(t) 

Решая задачу нестационарной теплопро-
водности 2-го типа по аналогии с решением 
задачи теплопроводности 1-го типа, приме-
ним пошаговый метод расчета и из расчет-
ных значений температуры сформируем 
матрицу (15). Затем сформируем векторы-
столбцы температур в соответствии с (16) и 
определим вектор VT матричным выражени-
ем (17). 

На основе (15) сформируем вектор про-
изводных температуры по времени: 
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n n
T t x

t

T T , n ,N
−

∂ ∂

 −
= = ∆ 

V  (24) 

и определим его матричным выражением 
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Сформируем векторы-столбцы V∂T∂x и 
V∂2T∂x2 из значений первых и вторых произ-
водных функции температуры по координа-
те x в узлах xn, n = 1,…, Nx для момента вре-
мени tm: 

 
2

2 2 2

1

1

T
n m

T x x

T

n m
T x x

T( x ,t ) , n ,N ,
x

T( x ,t ) , n ,N .
x

∂ ∂

∂ ∂

∂ = = ∂ 

 ∂
= = ∂ 

V

V
 (26) 

На основе (7) определим векторы V∂T∂x и 
V∂2T∂x2 матричными выражениями: 

 2 2 2T x df T x d f .∂ ∂ ∂ ∂= =V M Q V M Q  (27) 

По уже определенным на предыдущем 
m–1 шаге значениям температур 

( )1 1m
n xT , n ,...,N− =  и вычислим соответ-

ствующие им значения коэффициента теп-
лопроводности λ, его производной ∂λ/∂x по 
координате x и удельной объемной тепло-
емкости C, а затем сформируем на их осно-
ве диагональные квадратные матрицы раз-
мера (Nx×Nx). 
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( )1
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где
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ns ( m )
n
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J
T / x, n s,

∂λ
∂λ

∂λ
−

 ≡  
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( )1
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где
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C
C ns

C
ns ( m )

n

J ,
, n s,

J
C T , n s,−

 ≡  
≠=  =

J
 (30) 

На основе (25)–(30) построим дискрет-
ный аналог уравнения теплопроводности 
(1): 

 2 2 0d T x x T x C T t .λ ∂ ∂λ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − =J V J V J V  (31) 

С учетом (25) и (27) уравнение (31) при-
нимает вид: 

 
( )

2

1

1 =

1
d f x df C f

t

m
C T

t

.

λ ∂λ∂

−

 
+ − ∆ 

= −
∆

J M J M J M Q

J V
 (32) 

При решении конкретной задачи тепло-
проводности система (32), содержащая Nx 
уравнений, дополняется еще системой из 
двух уравнений, учитывающих конкретные 
краевые условия: 

 ,=AQ B  (33) 

где A ‒ прямоугольная матрица размера 
2×(N+4) с компонентами, определяемыми 
на основе матрицы Mf: 

 1 1 2
1 4;

f f
,n ,m ,n N ,m

x

A M , A M ,
n ,...,N

= =
= +

 (34) 

B ‒ вектор размера 2×1, компоненты кото-
рого определяются заданными значениями 
температуры на границах пластины в мо-
мент времени tm: B1,1 = T1

(m) и B2,1 = TNx
(m). 

В итоге (32) и (33) вместе образуют си-
стему из Nx+2 уравнений с Nx+2 неизвест-
ными, решением которой являются темпе-
ратуры ( ) 1m

n xT , n ,...,N=  для временного 
слоя m. Далее подобные вычисления выпол-
няются и для следующего момента времени. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

На основе метода сплайнов решены 
сформированные  выше  тестовые  задачи  
1-го и 2-го типа, имеющие точные решения. 

Для оценки погрешности метода сплайнов 
для обеих задач для различных комбинаций 
Nx и Mt были рассчитаны величины 

lg| |T
M

T

T T
T

−
, где (TT – T) ‒ максимальное рас-

хождение между точными TT и расчетными 
T значениями температуры в узлах сетки; 
TT

M ‒ максимальное точное значение темпе-
ратуры в изучаемом температурном поле. 

Для задач 1-го и 2-го типа представлены 

значения lg| |T
M

T

T T
T

−
 для различных Nx и Mt 

на рис. 6, 7. 
 

 
Рис. 6. Для задачи 1-го типа: изменение 
логарифма относительной ошибки для 

температуры в зависимости от чисел узлов 
Nx и Mt 

 
Рис. 7. Для задачи 2-го типа: изменение 
логарифма относительной ошибки для 

температуры в зависимости от чисел узлов 
Nx и Mt 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье предложен метод 
сплайн-функций для определения темпера-
турных полей. Показано, что предложенный 
метод независимо от  количества  узлов  Nx
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вдоль оси X, наилучший порядок сходимо-
сти по числу узлов Nt вдоль оси времени 
практически равен единице. Поэтому, если 
ставить цель повышения порядка сходимо-
сти по шагу сетки вдоль оси времени, необ-
ходимо искать для производной температу-
ры по времени ∂T/∂t более совершенный 
разностный аналог, чем применяемая нами 
формула (15). Кроме того, можно уточнить 
полученное численное решение применяя 
метод Ромберга [17, 18] с повторной экс-
траполяцией при заданном количестве ша-
гов временной для различных простран-
ственных сеток [19]. 

Из рис. 6, 7 видно, что применение 
сплайн-функции 3 степени дефекта 1 уже 
при числе узлов Nx = 11 позволило достиг-
нуть точности расчетов с относительной по-
грешностью не превышающей 1⋅10–3, а рас-
четы при Nx = 501 обеспечили погрешность 
не более 1⋅10–5, что уже вполне достаточно 
для решения многих практических задач. 

Таким образом, высокая эффективность 
применение метода сплайнов при решении в 
рассматриваемых задач нестационарной 
теплопроводности при зависящих от темпе-
ратуры теплофизических свойствах матери-
ала и при заданных нелинейных краевых 
условиях первого рода на границах пласти-
ны позволяет прогнозировать его высокую 
эффективность при решении и других задач 
теплопроводности. 
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