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Аннотация. При изготовлении заготовок необходимо решить задачу оптимального 
раскроя. Для этого выбирается один из наиболее выгодных методов раскроя матери-
ала для уменьшения количества отходов при нарезке заготовок. Необходимо распо-
ложить определенные объекты на поверхности другого, как правило, более крупного 
объекта так, чтобы площадь покрываемого объекта была заполнена целиком, без пе-
рекрытия между собой покрывающих объектов. В статье рассмотрен пример рацио-
нального раскроя разверток 3D-объектов с использованием трех подходов полиго-
нального покрытия. Полученные результаты позволяют увидеть карту рационального 
покрытия, полученную тремя алгоритмами. Практическая значимость работы обу-
словлена значительным повышением роли рационального покрытия материала в 
связи с целесообразностью минимизации отходов.  

Ключевые слова: раскрой; развертка полигона; геометрическое покрытие; жадный 
алгоритм; алгоритм «Первый подходящий»; вероятностный алгоритм. 


ВВЕДЕНИЕ 

Каждое предприятие для изготовления 

продукции использует определенные ресур-

сы. От рационального их использования 

и минимизации отходов зависит его благо-

получие [1]. При изготовлении заготовок 

необходимо решить задачу оптимизации 

раскроя для сокращения количества отходов 

материала. Такая задача возникает в метал-

лургии, машиностроении, лесообрабатыва-

ющей и лесной промышленности, а также 

на швейном, обувном, меховом и кожевен-

ном производствах [2]. Нередко на загото-

вительном производстве приходится решать 

и еще одну задачу дискретной оптимизации 

– задачу геометрического покрытия. Как


Работа поддержана грантом РФФИ 19-07-00895. 

правило, задачи геометрического покрытия 

являются первичными при решении более 

сложных технических проблем [3].  

В последнее время класс задач геомет-

рического покрытия привлекает к себе все 

более пристальное внимание исследовате-

лей. Причина такого любопытства заключа-

ется в их сложности и разнообразии, т. к. 

они относятся к классу NP-трудных задач, 

где при увеличении размерности возрастает 

их сложность [4], и для их решения не су-

ществует точных алгоритмов полиномиаль-

ной сложности. Поэтому для решения задач 

с малой размерностью используют точные 

алгоритмы [5], для задач же большой раз-

мерности годятся только эвристические 

подходы.
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Эффективность решения задачи разбие-

ния развертки 3D-объектов на полигональ-

ные примитивы несет существенный эконо-

мический эффект для предприятия [6], по-

скольку само решение представляет собой 

план раскроя дорогостоящего материала 

(например, металлических листов) на дета-

ли, из которых затем конструируется 

(например, при помощи сварки) трехмерная 

поверхность сложной формы. Например,  

в случае изготовления фюзеляжа самолета 

или подводной лодки сварочный шов под-

лежит дальнейшей дорогостоящей обработ-

ке (например, герметизации), поэтому кри-

терии оптимизации и конкретизация трак-

товки задач могут существенно различаться 

от случая к случаю. 

Подобные задачи рассмотрены в работах 

Ю. И. Валиахметовой [7] и Э. А. Мухаче-

вой [8] и направлены на разработку алго-

ритма решения задачи геометрического по-

крытия [9]. Задача разбиения 3D-объекта на 

полигональные примитивы является част-

ным случаем задач геометрического покры-

тия [7]. 

В данной статье проведен сравнитель-

ный анализ алгоритмов для трех разных 

объектов, цель которого – выявление эф-

фективности и оценка быстродействия того 

или иного алгоритма в зависимости от вы-

бранной фигуры. 

ВЫБОР 3D-ФИГУР ДЛЯ ЭКСПЕРИМЕНТА 

Разработка моделей 3D-поверхностей на 

практике представляет собой довольно слож-

ный процесс. На начальном этапе происхо-

дит сбор информации: прорисовываются эс-

кизы, чертежи, просматриваются видеоро-

лики и фотографии. На основании собран-

ных данных при помощи специализирован-

ных инструментальных средств создается 

трехмерная модель [10]. После построения 

модели объект можно рассмотреть с любого 

ракурса, внести коррективы. 

Основной задачей исследования являет-

ся анализ алгоритмов разбиения разверток 

поверхностей трехмерных тел на полигоны 

и получение минимального количества по-

лигонов. 

Очевидно, что площадь полигона зави-

сит от развертки. Таким образом, сначала 

требуется выбрать наиболее рациональную 

(для покрытия полигонами) развертку [11]. 

В данном исследовании рассматривают-

ся плоские развертки трехмерных тел.  

В качестве исследуемых выбраны три 

типа тел: куб, октаэдр и сфера. Но т. к. сфе-

ра не является разворачиваемой на прими-

тивы поверхностью, вместо нее рассматри-

ваем максимально приближенное к ней  

тело – курносый додекаэдр. 

Для куба существует 11 различных раз-

верток (рис. 1). 

 

Рис. 1. Развертки куба 

Чтобы выбрать оптимальную развертку, 

уже на данном этапе необходимо рассчитать 

максимальный размер полигона для каждо-

го случая. На рис. 2 показано 11 вариантов 

разбиения развертки куба на отдельные 

геометрические примитивы с выделением 

одного максимального по размеру полигона, 

из которого возможно воспроизвести всю 

фигуру целиком. 

 
Рис. 2. Определение максимального полигона 

Таким образом, наиболее подходящими 

являются развертки, полигоны которых 

представляют собой прямоугольники с со-

отношением сторон 3:1, поскольку количе-

ство примитивов в этом случае минимально 

возможное (развертка в виде буквы «Т», 

вторая в первом ряду на рис. 2). 

На рис. 3 представлены 11 различных 

разверток октаэдра. 
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Рис. 3. Развертки октаэдра 

Также октаэдр возможно представить в 
виде сплошной развертки, как показано на 
рис. 4. Типы таких разверток в данной рабо-
те не рассматриваем по причине малой 
площади соприкосновения отдельных поли-
гонов между собой и, как следствие, боль-
шей площади отходов после раскроя. 

 

Рис. 4. Пример сплошной развертки 

Используя алгоритм разбиения разверт-
ки куба на полигоны, разобьем аналогично 
каждую из разверток октаэдра. На рис. 5 за-
крашенными областями показаны макси-
мальные полигоны, из которых возможно 
воспроизвести всю фигуру целиком. 

 

Рис. 5. Разбиение развертки на полигоны 

Таким образом, наиболее подходящей 

является развертка, полигоны которой – 

равносторонние треугольники, каждая сто-

рона которых связана с ребром октаэдра со-

отношением 3:1 (правая нижняя развертка 

на рис. 5). 

На рис. 6 представлена развертка курно-

сого додекаэдра. 

 

Рис. 6. Развертка курносого додекаэдра 

Как видно на рис. 6, в развертке участ-
вуют не только треугольники, но и пентаго-
ны, которые в свою очередь можно также 
разбить на равные равнобедренные тре-
угольники, т. е. в разложении курносого до-
декаэдра участвуют два вида примитивов. 

ВЫБОР И РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМОВ  

ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ПОКРЫТИЯ  

РАЗВЕРТОК 

Для покрытия разверток полигонами 
выбрали три алгоритма: «Первый подходя-
щий», жадный и вероятностный. 

Жадный алгоритм – это алгоритм, стре-
мящийся сделать наиболее выгодный выбор 
на каждом этапе, при этом во внимание 
принимаются только данные текущего шага. 
Алгоритм не гарантирует получения опти-
мального решения [12–14, 20]. 

На вход алгоритма подается плоская 
развертка объекта с суммарной площадью S, 
заданная списком вершин δ, полученных 
при обходе развертки против часовой 
стрелки.  

На выходе необходимо получить набор 
примитивов, покрывающий всю площадь 
фигуры развертки. 

Реализация жадного алгоритма: 
1. Рассматриваются все тройки после-

довательных вершин входного списка δ 
(развертка обходится против часовой стрел-
ки, как показано на рис. 7), проверяется знак 
псевдоскалярного произведения векторов 
по формуле: 

 
Рис. 7. Обход вершин развертки
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a˄b = |a|·|b| sinθ,   (1) 

где θ =∠(a,b) – угол вращения (против часо-

вой стрелки) от a к b: 

 если он меньше или равен нулю, то 

переходят к обработке следующей тройки 

точек;  

 если он больше нуля, то: 

o осуществляется поиск точек пересе-

чения лучей СВ и СА с ребрами развертки, 

из полученных точек формируется список 

 η = {Kj, j ∈ J}, где J – количество найден-

ных точек;  

o для каждой найденной точки Kj ∈ η,  

j ∈ J осуществляется проверка принадлеж-

ности развертке треугольников KjAB, KjAC, 

KjBC (рис. 8);   

o для каждой пары найденных точек 

Kj, Ki ∈ η, i, j ∈ J осуществляется проверка 

принадлежности развертке треугольника 

KiKjC;  

o для каждой найденной точки Kj ∈ η,  

j ∈ J, лежащей на луче CB, и каждой точки 

P ∈ δ, не лежащей на лучах CB и CA, осу-

ществляется проверка принадлежности раз-

вертке четырехугольника CKjPA; 

 
Рис. 8. Пример расположения точек K и Т 

o для каждой найденной точки Ki ∈ η,  

i ∈ J, лежащей на луче CA, и каждой точки  

P ∈ δ, не лежащей на лучах CB и CA, осу-

ществляется проверка принадлежности раз-

вертке четырехугольника CBP Ki; 

 при выявлении принадлежности со-

ответствующий треугольник или четырех-

угольник включается в список τ примити-

вов, покрывающих развертку. 

2. Список полигонов покрытия  

τ = {τi, i ∈ N}, где N – общее количество 

сгенерированных полигонов, сортируется 

по невозрастанию площадей полигонов, т. е. 

каждый следующий элемент списка не пре-

восходит предыдущий ∀ 𝑖 ∈ 𝑁: τ𝑖 ≥ τ𝑖+1.   

3. Осуществляется последовательный 

проход по списку τ, выделяется минималь-

ное множество непересекающихся полиго-

нов, образующих точное геометрическое 

покрытие исходной области развертки.  

«Первый подходящий» алгоритм являет-

ся простой однопроходной эвристикой, с 

помощью которой на каждом шаге работы 

алгоритма для добавления к геометриче-

скому покрытию развертки выбирается пер-

вый допустимый примитив [15]. Покрытие 

происходит в направлении слева направо, 

сверху вниз. Алгоритм лишь дает приблизи-

тельное решение и не гарантирует получе-

ние хорошего результата [16]. 

Реализация алгоритма «Первый подхо-

дящий»: 

1. Из списка δ выбираются случайным 

образом 3 вершины, не обязательно после-

довательные, такие, что данная тройка на 

предыдущих этапах алгоритма не рассмат-

ривалась. 

2. Точки сортируются по возрастанию 

номеров в списке δ. Пусть после этого мы 

имеем тройку точек A, B, C. 

3. Проверяется знак псевдоскалярного 

произведения векторов CB˄CA: 

 если CB˄CA ≤ 0, то этот набор точек 

отбрасывается, возвращаемся к п. 1; 

 иначе проверяется, принадлежит ли 

вся площадь треугольника ABC области 

развертки. При выявлении принадлежности 

область треугольника ABC исключается из 

исходной области развертки, и примитив 

ABC добавляется к списку τ, и корректиру-

ется список δ путем исключения вершин A, 

B, C и возможного включения образовав-

шихся новых вершин. При этом исходная 

область развертки может оказаться разбитой 

на изолированные части, для каждой из ко-

торых составляется список обхода вершин 

δi, где i – порядковый номер рассматривае-

мой изолированной части, и рекурсивно 

применяется алгоритм, начиная с п. 1. 

Замечание: целесообразно ограничить 

сверху количество итераций обработки 

каждой изолированной области и исключать 

из рассмотрения область по их истечении.  

В данном алгоритме после 100 неудачных 
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попыток сгенерировать полигон рассматри-

ваемая область исключается из рассмотре-

ния.  

В вероятностном алгоритме каждому 

найденному полигону, входящему в исход-

ную развертку, ставится в соответствие ве-

роятность использования, пропорциональ-

ная его площади. Работа происходит со 

списком полигонов, упорядоченных по не-

возрастанию вероятности использования 

[18, 21], т. е. каждый следующий элемент 

списка не превосходит предыдущий.  

Далее покрытие исходной области раз-

вертки происходит заданное количество раз 

по принципу алгоритма «Первый подходя-

щий». В алгоритме используется довери-

тельный коэффициент, начальное значение 

которого равно единице. Единственный 

управляемый коэффициент – это детализа-

ция доверительности [19]. Он показывает 

количество шагов одинаковой величины, за 

которые доверительный коэффициент умень-

шится до нуля, что определяет количество 

доверительных циклов [8]. 

Реализации вероятностного алгоритма: 

1. На вход вероятностного алгоритма 

поступает множество Ω = {σi}, i = 1...N го-

товых наборов полигонов, каждый из кото-

рых представляет собой покрытие исходной 

области развертки, полученное методом 

«Первый подходящий». Формируется спи-

сок γ всех типов полигонов, входящих в Ω, с 

исключением повторяющихся элементов 

сформированного списка. Список γ упоря-

дочивается по невозрастанию частоты появ-

ления полигона в Ω, при этом возможны 

случаи, когда у разных элементов частота 

появления одинакова. 

2. Последовательно просматриваются 

полигоны из списка γ. Для каждого такого 

полигона происходит попытка расположе-

ния его в площади развертки (в различных 

точках развертки и при различных углах по-

ворота полигона). 

 Если удалось разместить полигон, то 

его положение закрепляется, и он заносится 

в итоговый список τ.  

 Для каждой замкнутой изолирован-

ной области развертки алгоритм повторяет-

ся со 2-го шага. 

Замечание: как и в предыдущем пункте, 

если на некотором участке не удается сге-

нерировать полигон, то после определенно-

го количества итераций область исключает-

ся из рассмотрения. Авторский алгоритм 

после 1000 неудачных попыток генерации 

полигона исключает область из рассмотре-

ния. 

ПРОВЕДЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

Для проведения эксперимента была со-

здана программа. На главном окне про-

граммы (рис. 9) находятся три активные 

кнопки выбора 3D-моделей. При выборе 

одной из моделей становится активной 

кнопка ввода параметров для создания 3D-

объекта, а также в правой части экрана по-

является визуализация выбранной модели. 

Кнопка «создать развертку» становится ак-

тивной только после того, как будет выпол-

нено построение 3D-объекта. 

 

Рис. 9. Главное окно программы
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На рис. 10 показана развертка выбранно-

го объекта с заданными параметрами,  

в данном случае развертка куба. Размер раз-

вертки автоматически масштабируется при 

отрисовке на форме. Предусмотрена воз-

можность проведения расчетов тремя опи-

санными выше алгоритмами, которые за-

пускаются при нажатии на соответствую-

щую кнопку. 

После выбора алгоритма появляются две 

формы: форма с данными о полученном по-

крытии (рис. 11) и форма с геометрическим 

покрытием развертки (рис. 12).  

Для тестирования программы в качестве 

3D-объекта был выбран октаэдр. 

В поле ввода длин сторон было введено 

значение 40, единица измерения – милли-

метры (рис. 13). 

Для обработки развертки октаэдра были 

проведены расчеты жадным алгоритмом, 

алгоритмом «Первый подходящий» и веро-

ятностным алгоритмом. На рис. 14–16 пред-

ставлены результаты работы. 

 

Рис. 10. Развертка куба 

 

Рис. 11. Данные о полученном геометрическом покрытии
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Рис. 12. Геометрическое покрытие треугольными примитивами развертки куба  

 

Рис. 13. Ввод параметров для октаэдра

 

Рис. 14. Результат работы жадного алгоритма 

(для обработки развертки октаэдра)
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Рис. 15. Результат работы алгоритма «Первый подходящий»  

(для обработки развертки октаэдра) 

 
 

Рис. 16. Результат работы вероятностного алгоритма 

(для обработки развертки октаэдра)

Чтобы сделать выводы о работоспособ-

ности алгоритмов покрытия провели экспе-

рименты, результаты некоторых из них 

приведены в табл. 1–3. 

Для обработки развертки курносого до-

декаэдра были проведены расчеты анало-

гичными алгоритмами. На рис. 17–19 пред-

ставлены результаты работы.    

 
Рис. 17.  Результат работы жадного алгоритма 

(для обработки развертки курносого додекаэдра)
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Рис. 18. Результат работы алгоритма «Первый подходящий» 

(для обработки развертки курносого додекаэдра) 

 

Рис. 19. Результат работы вероятностного алгоритма 

(для обработки развертки додекаэдра)

По полученным результатам можно сде-

лать вывод, что жадный и «Первый подхо-

дящий» алгоритмы для покрытия развертки 

куба и октаэдра использовали минимальное 

количество полигонов, в отличие от вероят-

ностного алгоритма.  

Вне зависимости от количества полиго-

нов, входящих в покрытие, все три алгорит-

ма полностью покрыли развертку. Время 

выполнения алгоритмов сравнимо, что объ-

ясняется небольшой размерностью рассмат-

риваемых задач. 

Результаты по покрытию разверток ку-

ба, октаэдра и курносого додекаэдра приве-

дены в табл. 1–3 соответственно, где про-

цент заполнения рассчитывается по форму-

ле с отбросом дробной части. 

Таблица 1  

Результаты покрытия развертки куба 

Сторона 

Жадный алгоритм «Первый подходящий» алгоритм Вероятностный алгоритм 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

10 0,0132153 2 100 0,0009958 2 100 0,0160756 3 100 

20 0,0009972 2 100 0,0009968 2 100 0,0141142 4 100 

30 0,0009970 2 100 0,0009670 2 100 0,0114133 6 100 

40 0,0009973 2 100 0,0009971 2 100 0,0147054 4 100 

50 0,0009940 2 100 0,0009969 2 100 0,0145108 4 100 
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Таблица 2  

Результаты покрытия развертки октаэдра 

Сторона 

Жадный алгоритм «Первый подходящий» алгоритм Вероятностный алгоритм 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

10 0,0132153 2 99 0,0109819 2 99 0,0132075 2 99 

20 0,0141414 2 99 0,0140095 2 99 0,0138582 3 99 
30 0,0138740 2 99 0,0141304 2 99 0,0105763 3 99 
40 0,0103668 2 99 0,0089884 2 99 0,0141811 3 99 
50 0,0139250 2 99 0,0138252 2 99 0,0159913 2 99 

Таблица 3  

Результаты покрытия развертки курносого додекаэдра 

Радиус 

Жадный алгоритм «Первый подходящий» алгоритм Вероятностный алгоритм 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

Время 

вып., с 

Кол-во 

полигонов, 

шт. 

% за-

полне-

ния 

10 0,0505647 40 96 0,6292075 58 96 0,8881405 57 96 
20 0,8769631 57 96 0,8748084 48 96 0,8155128 90 96 
30 0,8742424 55 96 0,0319185 59 96 0,0569684 68 96 
40 0,0561838 59 96 0,0694573 47 96 0,7761485 68 96 
50 0,8722528 52 96 0,8708609 57 96 0,8820773 96 96 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ 

Проблема экономии ресурсов остается 

актуальной на многих производственных 

предприятиях. Задачи геометрического по-

крытия 3D-объектов возникают в ресурсо-

емких направлениях, и, как правило, авто-

матизация решения подобных задач влечет 

за собой серьезный экономический эффект. 

В ходе исследования разработаны и реа-

лизованы алгоритмы геометрического по-

крытия развертки трехмерной поверхности. 

Проведен эксперимент, в ходе которого 

рассмотрены развертки для выбранных 3D-

моделей. 

Результаты эксперимента показали, что 

для покрытия развертки куба, октаэдра и 

курносого додекаэдра целесообразно ис-

пользовать жадный или  «Первый подходя-

щий» алгоритмы.  

В планы авторов входит дальнейшее ис-

следование и усовершенствование разрабо-

танных алгоритмов и разработка новых. 

При этом для задач большой размерности 

планируется использовать эвристические 

подходы. 

Представляет большой интерес обработ-

ка разверток сложных трехмерных объек-

тов, таких как элементы фюзеляжа самоле-

та, кузова автомобиля и др. 
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ble methods of cutting material is selected to reduce the 
amount of waste when cutting blanks. Geometric coverage 
problems are often one of the stages in solving larger dis-
crete optimization problems. It is necessary to position 
certain objects on the surface of another, usually larger 
object so that the area of the object to be covered is com-
pletely filled with minimization of overlapping of the cov-
ering objects. The results obtained allow us to see the ra-
tional coverage map obtained by three algorithms.  
The practical significance of the work is due to a significant 
increase in the role of rational coating of the material in 
connection with the expediency of minimizing waste in 
production. 
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