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Аннотация. Предлагается методика определения жесткостей опор консольного 
стержня на основе первых двух частот его собственных колебаний. Подобная задача 
возникает при реализации неразрушающего контроля хвостовика рабочей лопатки 
осевого компрессора газотурбинного двигателя (ГТД) непосредственно в процессе его 
эксплуатации, когда по спектру собственных частот колебаний лопаток компрессора 
можно принимать определенное решение о возможности его дальнейшей эксплуата-
ции или об изменении режима его работы. Практическая реализация такой методики 
в настоящее время обеспечивается оснащением ГТД высокоинтеллектуальными ав-
томатизированными системами контроля и управления, включающими и датчики, 
контролирующие частоты колебаний наиболее ответственных конструктивных эле-
ментов. 

Ключевые слова: упругие стержни; податливость упругих опор; частоты собственных 
колебаний; собственные формы колебаний. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время современные турбо-

машины и, в частности, авиационные двига-

тели оснащаются высокоинтеллектуальны-

ми автоматизированными системами кон-

троля и управления, включающими боль-

шое количество датчиков, контролирующих 

разнообразные параметры эксплуатируемо-

го изделия. В частности, имеются датчики, 

контролирующие частоты колебаний на-

иболее ответственных конструктивных эле-

ментов.  

В связи с этим представляется весьма 

актуальной разработка методик оценки ме-

ханического состояния тех или иных кон-

структивных элементов изделия на основе 

спектра собственных частот, возникающих 

в конструкции колебаний.  

В настоящее время разработаны анали-

тические методы расчета частот собствен-

ных колебаний прямых стержней с посто-

янными поперечными сечениями [1–3]. 

В случае реальных переменных попе-

речных сечений стержня для определения 

собственных частот колебаний стержня 

приходится обращаться к численным мето-

дам, где одним из наиболее эффективных 

является метод сплайнов [4–18]. 

Вопросам идентификации краевых усло-

вий посвящаются книги [19–20]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим прямой стержень длиной l  с 

постоянным поперечным сечением, опреде-

ляемым площадью A  и минимальным осе-

вым моментом инерции I . Модуль Юнга 

материала стержня E , плотностью ‒  . 

Стержень упруго закреплен на левом конце 

и свободен на правом (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема закрепления упругого стержня 

Опора стержня обладает упругими свой-

ствами двух видов: при вертикальном пере-

мещении  точки закрепления со стороны 

опоры на стержень действует сила R, а при 

повороте поперечного сечения стержня на 

угол  со стороны опоры на стержень дей-

ствует пара сил с моментом M (рис. 1):  

 sMrR /,/  , (1) 

Коэффициенты  r, s в (1) являются ко-

эффициентами податливости опоры. В про-

цессе эксплуатации конструкции такого ти-

па в опоре могут возникнуть недопустимые 

изменения, что приведет к изменению зна-

чений податливостей r, s. Очень важно 

иметь возможность зафиксировать наступ-

ление этого состояния непосредственно в 

процессе эксплуатации изделия. 

Исходя из этого в данной работе ставит-

ся задача разработки и практической реали-

зации методики оценки податливостей опор 

r, s консольного прямого стержня по из-

вестным первым двум собственным часто-

там его колебаний  . 

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ 

ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ 

Рассмотрим прямой стержень длиной 

l = 0,2 м, имеющий прямоугольное попе-

речное сечение шириной b = 0,03 м и высо-

той h = 0,01 м. Модуль Юнга материала 

стержня E = 2∙10
11

 Па, плотность  =  

= 7,85 кг/м
3
. Минимальный осевой момент 

инерции поперечного сечения I = bh
3
/12 = 

= 2,5∙10
–9

 м
4
, площадь поперечного сечения 

A = bh = 3∙10
–4

 м
2
. 

Частоты собственных колебаний рас-

сматриваемого стержня определяются [1–3] 

из уравнения: 
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где W = W(x) ‒ функция, описывающая 

форму собственных колебаний. 

Введем обозначения: 
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где W0 ‒ масштабный коэффициент с раз-

мерностью перемещения. 

Также будем использовать ~  ‒ приве-

денную частоту собственных колебаний 

балки: 
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l
, (4) 

и в итоге запишем уравнение (2) в безраз-

мерном виде 
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Для рассматриваемой балки приведен-

ные краевые условия принимают вид: 
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где введены в рассмотрение приведенные 

податливости опоры при 0~ x : 

 
l

EI
ss

l

EI
rr  ~,~

3
. (7) 

АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

ПОДАТЛИВОСТЕЙ ОПОРЫ 

Общее решение приведенного уравне-

ния колебаний (5) имеет вид [15, 17, 18]: 

 xCxCeCeCw xx ~~
cos

~~~
sin

~~~~
43

~~

2

~~

1   ,(8) 

где 4321

~
,

~
,

~
,

~
CCCC  ‒ постоянные интегриро-

вания, определяемые из приведенных крае-

вых условий, 
~

 ‒ некоторая неизвестная 

величина. 

Запишем частные производные от функ-

ции приведенных форм собственных коле-

баний:
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Подставим (9) в дифференциальное 

уравнение (5) и получим: 
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Из (10) имеем: 

 2~~   (11) 

или 

  ~~
. (12) 

Подставим (9) в (6) и получим: 
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Запишем (13) в матричной форме 

 0PC , (14) 

где C  ‒ вектор-столбец размера 14 : 

 TCCCC ),( 4321С , (15) 

P  ‒ матрица размера 44 : 

 )4...,,1,4...,,1,(  kiPikP  (16) 

 

 

с компонентами, определяемыми на основе 

(13): 
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Уравнение (17) имеет ненулевое реше-

ние только при равенстве нулю определите-

ля, составленного из компонент матрицы P : 

0]det[

44434241

34333231

24232221

14131211



PPPP

PPPP

PPPP

PPPP

PD ik .   (18) 

При подстановке (17) в (18) и последу-

ющем развертывании определителя получа-

ем при обозначениях syrx ~,ˆ   уравне-

ние: 

 ,000011011  pypxpxyp  (19) 

где 1,0,, jipij  ‒ некоторые коэффициен-

ты, определяемые на основе компонент 

матрицы P . 

Уравнение (19) содержит две неизвест-

ные yx, , которые из одного уравнения 

определить нельзя. Для определения неиз-

вестных yx,  необходимо построить, как 

минимум, два уравнения вида (19). 

Будем считать, что нам для конкретного 

стержня известны первые две собственные 

частоты колебаний 21
~,~  . 

Это по изложенной выше методике поз-

воляет построить два уравнения вида (19) 
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bybxbxyb

ayaxaxya
 (20) 

с известными коэффициентами 1,0,, jiaij  

и 1,0,, jibij . 
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Вычтем из второго уравнения системы 

(20) первое уравнение и получим: 

0)()()( 000001011010  abyabxab . (21) 

Из (21) получим: 

 xkky 10  , (22) 

где 
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 . (23) 

Подставим (23) в первое уравнение си-

стемы (20) и получим квадратное уравнение 

относительно коэффициента x : 

 001

2

2  cxcxc , (24) 

где 
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Решая уравнение (24) находим два кор-

ня: 
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 , (26) 

а затем на основе (23) определяем два корня 

 2,1102,1 xkky  . (27) 

В результате получаем две пары корней 

и, соответственно, две пары возможных 

жесткостей, наложенных на стержень связей. 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ПОДАТЛИВОСТЕЙ 

ДЛЯ СТЕРЖНЯ ПОСТОЯННОГО 

ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Анализ жесткости корневой части рабо-

чих лопаток ГТД при размерах, близких к 

размеру рассматриваемого стержня, пока-

зывает, что в их работоспособном состоя-

нии диапазон приведенных податливостей 

характеризуется интервалами: 

 13 101~0,101~0   sr . (28) 

Исходя из этого, задавались точные зна-

чения приведенных податливостей tt sr ~,~  в 

табл. 1 и вычислялись первые две собствен-

ные приведенные частоты колебаний 21
~,~  .  

Далее уже по этим 21
~,~   определялись рас-

четные значения приведенных податливо-

стей sr ~,~ , которые сведены в табл. 1. 

Таблица 1  

Стержень с поперечным сечением 

Номер 

экспери-

мента 

Точные 

податли-

вости 

Расчетные 

податливости 

tr
~

 ts
~

 r~  s~  

1 0 0 0 
171035,9 

 

2 
3101 

 

3101 

 

3100007,1 

 

3109987,0 

 

3 
2101 

 

2101 

 

21002,1   210954,0 

 

4 
3101 

 

1101 

 

31014,1   110997,0 

 

5 
2101 

 

1101 

 

21023,1   110952,0 

 

 

Из табл. 1 видно, что для стержня с по-

стоянным поперечным сечением расчетные 

значения податливостей весьма близки к 

точным. 

РАЗВИТИЕ МЕТОДА ДЛЯ СТЕРЖНЯ 

ПЕРЕМЕННОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Реальные лопатки компрессоров ГТД 

имеют переменное по длине поперечное се-

чение, поэтому необходимо оценить воз-

можности предлагаемого метода и для 

стержней переменного сечения. В этом слу-

чае частоты собственных колебаний будут 

определяться из уравнения [7, 17]: 
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где constE , а параметры I,  являются 

функциями координаты x : )(x , 

)(xII  . 

Следуя [7, 17], зададим выражения для 

погонной массы стержня   и осевого мо-

мента инерции I  его поперечного сечения в 

экспоненциальной форме: 

 l

x

l

x

eIIe


 00 , . (30) 
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центробежного вентилятора… 
где l  ‒ длина балки, 0 , 0I  и   ‒ некоторые 

постоянные. 

На основе (30) определим: 
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Подставим (30) и (31) в (29) и получим: 
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На основе обозначений (3) приведем 

уравнение колебаний (32) к безразмерному 

виду: 
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Введем обозначение ~  для приведенной 

частоты собственных колебаний балки, 

определяемой по формуле: 
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С учетом (34) уравнение (33) приводится 

к виду 
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при обозначениях 
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Точное решение уравнения (35) имеет 

вид [17]: 

 )~(~
~

2 xFew
x




 , (37) 

где 

 
).~cos()~sin(

)~(

2423

~

2

~

1
11

xCxC

eCeCxF
xx






 (38) 

На основе (37) вычислим производные 

по x~  от функции )(~~ xww   до третьего по-

рядка включительно: 
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Подставляя выражения (39) в (6), полу-

чаем систему уравнений по структуре, ана-

логичную (14), где: 
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2

3

22

2

2
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3

43

3

1

2

1

1

23

42

3

1

2

1

1

23

41

11

11

11

11

P

P

ee

eeP

ee

eeP

 (43) 

Далее искомые значения податливостей 

находятся по формулам (18–27). 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ПОДАТЛИВОСТЕЙ 

ДЛЯ СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО 

ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Результаты расчетов для стержня пере-

менного поперечного сечения при 1  

представлены в табл. 2. 

Таблица 2  

Стержень с переменным поперечным сечением 

при  = –1 

Номер 

экспери-

мента 

Точные 

податливости 

Расчетные 

податливости 

tr
~

 ts
~

 r~  s~  

1 0 0 –3,60∙10
–16

 4,18∙10
–16

 

2 1∙10
–3

 1∙10
–3

 0,999∙10
–3

 1,000∙10
–3

 

3 1∙10
–2

 1∙10
–2

 1,02∙10
–2

 0,986∙10
–2

 

4 1∙10
–3

 1∙10
–1

 1,08∙10
–3

 0,999∙10
–1

 

5 1∙10
–2

 1∙10
–1

 1,19∙10
–2

 0,984∙10
–1

 

 

Результаты расчетов для стержня пере-

менного поперечного сечения при 1  

представлены в табл. 3. 

 

 

Таблица 3  

Стержень с переменным поперечным сечением 

при  = 1 

Номер 

экспери-

мента 

Точные 

податливости 

Расчетные 

податливости 

tr
~

 ts
~

 r~  s~  

1 0 0 0 7,53∙10
–16

 

2 1∙10
–3

 1∙10
–3

 1,001∙10
–3

 0,995∙10
–3

 

3 1∙10
–2

 1∙10
–2

 1,03∙10
–2

 0,918∙10
–2

 

4 1∙10
–3

 1∙10
–1

 1,19∙10
–3

 0,994∙10
–1

 

5 1∙10
–2

 1∙10
–1

 1,25∙10
–2

 0,916∙10
–1

 

 

Из табл. 2, 3 видно, что для стержня с 

переменным поперечным сечением расчет-

ные значения податливостей также весьма 

близки к точным. 

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Сопоставление tt sr ~,~  и sr ~,~  в табл. 1–3 

показывает, что как для стержня постоянно-

го поперечного сечения, так и для стержня 

переменного поперечного сечения для абсо-

лютно жесткой опоры при 0~,0~  tt sr  зна-

чения tt sr ~,~  и sr ~,~  практически не отлича-

ются. 

С увеличением податливостей опоры 

расхождения увеличиваются, но даже при 

максимально допустимых значениях подат-

ливости из интервала (28) при 
13 101~,101~   tt sr  имеем достаточно 

близкие значения ,1025,1~ 3r
110916,0~ s , отличающиеся не более чем 

на %02  (табл. 1), что вполне достаточно 

для практической оценки податливостей ре-

альных конструкций. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Разработана методика идентификации 

коэффициентов податливости упругой опо-

ры консольной балки постоянного и пере-

менного сечений на основе первых двух ча-

стот ее собственных колебаний. 
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центробежного вентилятора… 
2. Проведен математический экспери-

мент по оценке податливостей опоры кон-

сольной балки, близкой по свойствам рабо-

чим лопаткам реального осевого компрес-

сора ГТД. 

3. Показано, что при реализации предла-

гаемой методики для податливостей опоры, 

соответствующей диапазону существующих 

двигателей, погрешность идентификации не 

выходит за пределы 20 %, что вполне допу-

стимо для оценки технического состояния 

опоры в двигателе. 
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Abstract: This paper is devoted a method based on the first 
two frequencies of rod's natural vibrations. The proposed 
method is for determining а support rigidity of a cantilever 
rod. Such problem arises in the implementation of non-
destructive testing of the axial compressor rotor blade 
root of a gas turbine engine (GTE) directly during its opera-
tion. When a certain decision can be made in the process 
of its compressor blade operational oscillations about the 
possibility of its further operation or about changing its 
operating mode. The practical implementation of such 
method is currently provided by the GTE with highly intel-
ligent automated control and management systems, in-
cluding sensors that control the vibration frequencies of 
the most critical structural elements. 
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