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Аннотация. Рассматриваются условия корректности построения функции принадлежности решений 
дифференциальных уравнений с нечеткими начальными данными. Также рассматриваются вопросы 
сходимости по различным метрикам. Показано, что найденный ранее в ряде работ аналитический вид 
функции принадлежности, удовлетворяет введенным условиям корректности лишь в частных случаях.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Нечеткие дифференциальные уравнения 

опираются на методы теории нечетких мно-

жеств и нечетких чисел, впервые предложен-

ные Л. А. Заде в середине 60-ых гг. В послед-

ние годы дифференциальные уравнения с не-

четкими или неопределенными коэффициен-

тами используются в математических моделях, 

описывающих разнообразные физико-химиче-

ские процессы и, в частности, физико-химиче-

ские процессы распространения загрязне- 

ний [1]. 

 В данной статье рассматриваются вопросы 

корректного нахождения функции принадлежно-

сти для решений дифференциальных уравнений 

с нечеткими начальными данными. 

ПОНЯТИЕ НЕЧЕТКОГО МНОЖЕСТВА 

И ЕГО СВОЙСТВА  

Основные понятия теории нечетких мно-

жеств можно найти в [2]. Напомним некоторые 

из них. 

Пусть 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛)  (𝑐𝑜𝑚𝑝(ℝ𝑛)) − простран-

ство, состоящее из всех непустых выпуклых 

(компактных) подмножеств ℝ𝒏 с метрикой Хау-

сдорфа: 

ℎ(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑖𝑛 {
𝑟 ≥ 0: 𝐴 ⊂ 𝐵 + 𝑆𝑟(0),

𝐵 ⊂ 𝐴 + 𝑆𝑟(0)
}, 

где 𝑆𝑟(𝑎) − шар в ℝ𝑛 радиуса 𝑟 ≥ 0 с центром в

точке 𝑎 ∈ ℝ𝑛.

Определение 1. Пусть 𝐸 − некоторое мно-

жество. Тогда нечетким подмножеством 𝐴 мно-

жества 𝐸 называется множество упорядоченных 

пар  {(𝑥, μ𝐴(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝐸}, где μ𝐴(𝑥): 𝐸 → [0,1] −

функция принадлежности. 

Функция принадлежности характеризует 

степень принадлежности произвольного эле-

мента к нечеткому множеству А. 

Определение 2. Функция 𝑓:ℝ𝑚 → ℝ называ-

ется полунепрерывной сверху (снизу) по Бэру в 

точке 𝑥0 ∈ ℝ
𝑚, если

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0), ( lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0))

т. е. для ∀ε > 0 существует такое  δ > 0, что 

при ‖𝑥 − 𝑥0‖ < δ справедливо неравенство 

𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) + ε, (𝑓(𝑥0) < 𝑓(𝑥) + ε).
Введем в рассмотрение пространство 𝔼𝑛

функций принадлежности  𝑢:ℝ𝑛 → [0,1], удо-

влетворяющих следующим условиям: 

1. 𝑢 полунепрерывно сверху по Бэру;

2. 𝑢 нормально, т. е. существует вектор

𝑦0 ∈ ℝ
𝑛 такой, что 𝑢(𝑦0) = 1;

3. 𝑢 нечетко выпукло, т.е. для любых  𝑦1, 𝑦2 ∈
ℝ𝑛 и любого  λ ∈ [0,1] справедливо неравенство

 𝑢(λ𝑦1 + (1 − λ)𝑦2) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑢(𝑦1), 𝑢(𝑦2)};
4. замыкание множества  {𝑦 ∈ ℝ𝑛: 𝑢(𝑦) > 0}

компактно. 

Пространство 𝐸1 называется пространством не-

четких чисел. 
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Определение 3. Множество 
[𝑢]α = {𝑦 ∈ ℝ𝑛: 𝑢(𝑦) ≥ α} при 0 < α ≤ 1 назы-

вается  α − срезкой нечеткого множества 𝑢.  

Через [u]0 обозначим замыкание множества
{𝑦 ∈ ℝ𝑛: 𝑢(𝑦) > 0}.

Нулем в пространстве 𝔼𝑛 является элемент

0̂ = {
1, 𝑦 = 0

      0, 𝑦 ∈ ℝ𝑛\0
.

Определим в пространстве 𝔼𝑛 метрику

𝐷(𝑥, 𝑣) = sup
 α∈[0,1]

ℎ([𝑥]α, [𝑣]α). 

МЕТОД УЧЕТА НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

ДАННЫХ В МАТЕМАТИЧЕСКИХ 

МОДЕЛЯХ 

Рассмотрим математическую модель биоло-

гической популяции, которая описывается систе-

мой обыкновенных дифференциальных уравне-

ний  

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), (1) 

где 𝑡 ∈ ℝ+ − параметр времени, ℝ− множество

действительных чисел, 𝑥 = 𝑥(𝑡) ∈ 𝐷 ⊂ ℝ+
𝑛 − 

вектор численности видов в сообществе. 

К системе уравнений (1) добавим начальные 

условия 

𝑥(0) = 𝑥0.   (2)

Получим задачу Коши (1)–(2). Будем предпо-

лагать, что решение задачи (1)–(2) существует и 

единственно для всех 𝑡 ∈ ℝ. 

Предположим теперь, что начальные усло-

вия являются неопределенными и заданы в виде 

нечеткого числа. 

Обозначим через φ(𝑡, 𝑥) функцию принад-

лежности состояния сообщества заданному зна-

чению 𝑥 в момент времени 𝑡. Функция 

φ:ℝ+
𝑛+1 → ℝ+ предполагается непрерывной

по 𝑥. 

Обозначим через  χ(𝑡, τ, 𝑥𝜏) решение 𝑥(𝑡) си-

стемы уравнений (1) в момент времени  𝑡 при 

условии  𝑥(𝜏) = 𝑥τ. Пусть  𝐺 – компактное под-

множество в  ℝ𝑛 с гладкой границей  Σ. Обозна-

чим  

𝐺𝑡 = χ(𝑡, 0, 𝐺). (3) 

При наших условиях множество 𝐺𝑡 компактно и

имеет гладкую границу Σ𝑡 = χ(𝑡, 0, Σ).
Следующее условие установлено в [3]. 

Теорема 1. Пусть φ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1(ℝ+
𝑛+1) и

∫ φ(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥
𝐺𝑡

 не зависит от  𝑡. Тогда  φ(𝑡, 𝑥) под-

чиняется уравнению 
𝜕φ

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖v(φ𝑓) = 0. (4) 

В теории нечетких множеств (см., напр., [2]) 

функции принадлежности очень часто имеют 

треугольный или трапецевидный вид. Следую-

щие утверждения распространяют результаты 

статьи [3] и на этот случай. 

Теорема 2. Пусть φ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1(ℝ+
𝑛+1) за ис-

ключением конечного числа точек, в которых 

она непрерывна и ∫ φ(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥
𝐺𝑡

 не зависит от 𝑡. 

Тогда равенство (4) остается верным, т.е. 
𝜕φ

𝜕𝑡
+

+ 𝑑𝑖v(φ𝑓) = 0 для любых точек, для которых 

φ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1(ℝ+
𝑛+1).

Доказательство.  

Пусть  𝑥𝑘 − точки, не являющиеся точками

непрерывных производных,  𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. Рассмот-

рим область  𝐺0 = 𝐺\⋃ 𝑂𝜀(𝑡𝑘, 𝑥𝑘), 𝜀 > 0 
𝑛
𝑘=1 .

Тогда по аналогии с доказательством утвержде-

ния 1, приведенным в статье [3], мы приходим к 

следующему равенству 

∫ [
𝜕φ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(φ(𝑡, 𝑥)𝑓(𝑡, 𝑥))]

𝐺𝑜𝑡

Δ𝑡 + 

+𝑜(Δ𝑡)𝑑𝑥 = 0, 

где 𝐺0𝑡 = χ(𝑡, 0, 𝐺0).  В силу произвольности  𝐺,

при  Δ𝑡 → 0 получаем уравнение (4) для точек из 

множества  𝐺0. Так как малый параметр

ε > 0 произвольный, то отсюда и следует дока-

зываемое утверждение. 

Таким образом, можно сформулировать 

утверждение, аналогичное утверждению из [3]. 

Теорема 3. Пусть задано начальное условие 

φ(0, 𝑥) = φ0(𝑥), φ0 ∈ 𝐶
1(ℝ𝑛) за исключением

некоторого конечного числа точек, в которых  φ0
является непрерывной. Тогда решение уравне-

ния (4) имеет вид: 

φ(𝑡, 𝑥) = φ0(χ(0, 𝑡, 𝑥)) ×

× 𝑒−∫ 𝑑𝑖v 𝑓(τ,χ(τ,𝑡,𝑥))𝑑τ
𝑡

0 .  (5) 

Рассмотрим решения (1) при разных началь-

ных условиях χ(𝑡, 0, 𝑥0) и χ(𝑡, 0, 𝑥1). Может слу-

чится, что φ(0, 𝑥0) = φ(0, 𝑥1), в этом случае ча-

сто говорят, что решения χ(𝑡, 0, 𝑥0) и χ(𝑡, 0, 𝑥1) в
точке 𝑡 = 0 имеют равную надежность. Вполне 

естественно предположить, что и в дальнейшем, 

хотя и меняясь, функции принадлежности на 

этих решениях также принимают равные значе-

ния в один и тот же момент времени. В связи с 

этим дадим следующее определение.   

Определение 3. Будем говорить, что функ-

ция принадлежности для решений системы (1) 

𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) задана корректно, если выполнено

условие: если  ∃τ: φ(τ, 𝑥1(τ)) = φ(τ, 𝑥2(τ)) ⇒

⇒ φ(𝑡, 𝑥1(𝑡)) = φ(𝑡, 𝑥2(𝑡)) для ∀𝑡.    (6) 

Отметим также, что разрабатываемые чис-

ленные методы решения дифференциальных 

уравнений с нечеткими начальными данными 

практически в неявном виде содержат требова-

ния корректности функции принадлежности. 
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Теорема 4. Условие корректности (6) выпол-

нено тогда и только тогда, когда для решений вы-

полнены: 

𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ(0, 𝑥1(0)) = φ(0, 𝑥2(0)) ⇒ 

⇒ φ(𝑡, 𝑥1(𝑡)) = φ(𝑡, 𝑥2(𝑡)) для ∀𝑡;   (7)

𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ(0, 𝑥1(0)) < φ(0, 𝑥2(0)) ⇒ 

⇒ φ(𝑡, 𝑥1(𝑡)) < φ(𝑡, 𝑥2(𝑡)) для ∀𝑡.  (8)

Доказательство: 

Введем еще условие: 

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ(0, 𝑥1(0)) ≠ φ(0, 𝑥2(0)) ⇒ 

⇒ ∀𝑡 φ(𝑡, 𝑥1(𝑡)) ≠ φ(𝑡, 𝑥2(𝑡)).  (9) 

Заметим, что (7), (8) ⇔ (7), (9). При выполне-

нии (7) очевидно, что из (8) ⇒ (9). 

Обозначим: 

 φ1(𝑡) = φ(𝑡, 𝑥1(𝑡)),φ2(𝑡) = φ(𝑡, 𝑥2(𝑡)).

Пусть (9) выполнено:  

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ1(0) < φ2(0) ⇒
⇒ ∀𝑡 φ1(𝑡) ≠ φ2(𝑡).

В силу непрерывности  φ(𝑡, 𝑥): 
φ1(0) − φ2(0) < 0, ∀𝑡 φ1(𝑡) − φ2(𝑡) ≠ 0 ⇒ 

⇒ ∀𝑡 φ1(𝑡) − φ2(𝑡) < 0 ⇒ (8).

Покажем, что (6) ⇔ (7), (8). Очевидно, что 

(6) ⇒ (7). 

Если  ∃𝜏: φ1(𝜏) ≠ φ2(𝜏), то из (6) сле-

дует  ∀𝑡  φ1(𝑡) ≠ φ2(𝑡), то есть выполнено (9).

Пусть (7), (9) выполнены, тогда 

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): ∃τ: φ1(τ) = φ2(τ) ⇒
⇒ φ1(0) = φ2(0) ⇒ ∀𝑡 φ1(𝑡) = φ2(𝑡).

Таким образом утверждение доказано. 

Теорема 5. Условие (7) выполнено тогда и 

только тогда, когда выполнено: 

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ(0, 𝑥1(0)) = φ(0, 𝑥2(0)) ⇒ 

⇒ ∀𝑡
𝑑φ(𝑡,𝑥1(𝑡))

𝑑𝑡
=

𝑑φ(𝑡,𝑥2(𝑡))

𝑑𝑡
. (10) 

Доказательство 

Продифференцировав равенство из (7), полу-

чим (10). Обратное можно получить путем инте-

грирования от 0 до 𝑡. 

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ1(0) = φ2(0) ⇒ 

⇒ ∀𝑡
𝑑φ1(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑φ2(𝑡)

𝑑𝑡
⇒ ∀𝑡 φ1(𝑡) − φ1(0) = φ2(𝑡) − φ2(0) ⇒ (7).

Теорема 6. Для того чтобы функция принад-

лежности с выполненными условиями коррект-

ности (6) удовлетворяла равенству  

φ(𝑡, 𝑥) = φ0(χ(0, 𝑡, 𝑥))𝑒
−∫ div 𝑓(τ,χ(τ,𝑡,𝑥))𝑑τ

𝑡

0 , 

необходимо и достаточно, чтобы ∇𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥) = 0. 

Необходимость. 

Рассмотрим функцию принадлежности 

φ(𝑡, 𝑥) = φ0(𝜒(0, 𝑡, 𝑥))𝑒
−∫ 𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝜏,𝜒(𝜏,𝑡,𝑥))𝑑𝜏

𝑡

0 . 

𝑑φ(𝑡, 𝑥(𝑡))

𝑑𝑡
= −φ(𝑡, 𝑥(𝑡)) 𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥(𝑡).

Пусть (6) выполнено, из (10) получим условие: 

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): φ1(0) = φ2(0) ⇒ 

⇒ −φ1(𝑡)𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥1(𝑡) =

= −φ1(𝑡)𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥2(𝑡),

при этом ∀𝑡 φ1(𝑡) = φ2(𝑡) ≠ 0. Тогда

𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥1(𝑡) = 𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥2(𝑡)
∀𝑡, 𝑥1

𝑡 , 𝑥2
𝑡  ∃φ0(𝑥):φ0(𝜒(0, 𝑡, 𝑥2

𝑡)) ≠ 0 

⇒ 𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥1𝑡 = 𝑑𝑖𝑣 𝑓
(𝑡, 𝑥)│𝑥=𝑥2(𝑡)

⇒ ∇𝑑𝑖𝑣 𝑓(𝑡, 𝑥) = 0.
Достаточность. 

Пусть ∇𝑑𝑖𝑣𝑓(𝑡, 𝑥) = 0,тогда 

𝑑𝑖𝑣𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡) – некоторая функция, завися-

щая от  𝑡. 

φ(𝑡, 𝑥) = φ0(𝜒(0, 𝑡, 𝑥))𝑒
−∫ 𝑝(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0 ==

φ0(𝜒(0, 𝑡, 𝑥))𝑒
𝑞(𝑡),

где 𝑞(𝑡) = ∫ 𝑝(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
. 

∀𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡): ∃φ(𝜏, 𝑥1(𝜏)) = φ(𝜏, 𝑥2(𝜏)) выпол-

няется  

φ0(𝑥1(0))𝑒
𝑞(𝜏) = φ0(𝑥2(0 ))𝑒

𝑞(𝜏) ⇒

⇒ φ0(𝑥1(0)) = φ0(𝑥2(0)) ⇒

⇒ ∀𝑡 φ(𝑡, 𝑥1(𝑡)) = φ(𝑡, 𝑥2(𝑡)),
т. е. (6) выполнено. Утверждение доказано. 

Из доказанной теоремы следует, что в слу-

чае, когда  𝑥ℝ1 равенство ∇𝑑𝑖𝑣𝑓(𝑡, 𝑥) = 0 вы-

полняется только для функций 𝑓(𝑡, 𝑥) = 
= С1𝑥(𝑡) + 𝐶2. В случае же, когда  𝑥ℝ2 равен-

ство выполняется при следующем виде функций 

из правой части уравнений 

𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = С1𝑥1(𝑡) + +𝜔(𝑥1(𝑡) −

 −𝑥2(𝑡)) + 𝑔(𝑥2(𝑡)),

 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℎ(𝑥1(𝑡)) + 𝜔(𝑥1(𝑡) −

−𝑥2(𝑡)),

где (z) – произвольная дифференцируемая 

функция одной переменной, а константы могут 

зависеть от t (см.[4]). 

МОДЕЛЬ ФЕРХЮЛЬСТА–ПИРЛА 

С НЕЧЕТКИМИ НАЧАЛЬНЫМИ 

ДАННЫМИ 

В работе [3] функция принадлежности выво-

дится в предположении о постоянстве по вре-

мени интеграла 

 ∫ φ(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.
𝐺𝑡

                               (11) 

Приведенный интеграл также называется уров-

нем неопределенности в процессе динамики си-

стемы (см. [5]). Постоянство уровня неопреде-

ленности также приводит к некоторым противо-

речиям, связанным с предельным поведением 

систем. Рассмотрим это на конкретном примере 

модели Ферхюльста–Пирла.  
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Итак, возьмем математическую модель, ко-
торая описывает ограниченный рост некоторой 
популяции. 

�̇� =
𝑟𝑥(𝐾−𝑥)

𝐾
, (12) 

где в качестве параметров примем точные значе-

ния  𝑟 = 0,3 − удельная скорость популяции, 

𝐾 = 20 − максимально возможная численность 

популяции,  𝑥 − численность популяции в мо-
мент времени t. Начальное состояние системы 
будем считать заданным с помощью функции 

принадлежности  𝜑0(𝑥0).
В статье [3] было показано, что для систем 

вида (12) функция принадлежности состояния 
системы при условии постоянства интеграла (11) 
можно вычислить, используя следующую фор-
мулу 

𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑0(𝜒(0, 𝑡, 𝑥)) [
𝜒(0,𝑡,𝑥)

𝑥
]
2
𝑒𝑟𝑡  .  (13)

Однако, уравнение (12) имеет стационарное 

состояние 𝑥𝑐 = 𝐾, которое является аттрактором.
Последнее означает, что при любых положитель-
ных начальных значениях численность популя-
ции со временем будет приближаться к значению 

𝑥𝑐 = 𝐾. Таким образом, носитель функции при-
надлежности должен сужаться и начиная с неко-
торого момента попадать в  

-окрестность  (𝐾 − ε,𝐾). То есть начиная с не-

которого момента 𝐺𝑡 ⊂ (𝐾 − ε, 𝐾). Это означает,
что максимальное значение функции принад-
лежности будет неограниченно расти, так как ин-
теграл от этой функции остается постоянным по 
времени. Это иллюстрирует рис. 1, на котором 
начальная численность популяции задана в виде 
нечеткого числа с функцией принадлежности: 

φ(𝑥0) =

{

0,   𝑥 < 13,
1

2
(𝑥 − 13),   13 ≤ 𝑥 < 15,

1

2
(−𝑥 + 17),   15 ≤ 𝑥 < 17,

0,   𝑥 > 17.

    (14) 

В принципе, в теории нечетких множеств и 
допускается, что функция принадлежности может 
принимать произвольные значения и не только 
числовые (см. [6]). Однако теория нечетких 
дифференциальных уравнений в настоящее время 
развивается в условиях классического определения 
функции принадлежности (см. [2]).  

Вернемся к вопросу о сохранении уровня 
неопределенности (11) по времени. Если в 

пространстве функций принадлежности 𝔼1 рас-

смотреть стационарное состояние 𝑥𝑐 = 𝐾, то оно
является четким числом и его функция принад-
лежности совпадет с характеристической функ-

цией одноточечного множества {𝑥𝑐}. Для этой

функции принадлежности уровень неопределен-
ности равен нулю. Построенная функция при-
надлежности по формуле (13) естественно схо-

дится по метрике 𝐷(𝑥, 𝑣) к характеристической 

функции χ{𝑥𝑐}, так как носитель функции принад-

лежности в этом случае сужается и сближается с 

точкой {𝑥𝑐}. Однако уровень неопределенности у
нее остается постоянным и не сходится к уровню 

неопределенности функции  χ{𝑥𝑐}, у которой он

равен 0. Это означает, что если рассматривать 
расстояние между этими функциями принадлеж-
ности по метрике Хемминга [5]:  

𝑑(𝐴, 𝐵) = ∫ |φ𝐴(𝑢) − φ𝐵(𝑢)|𝑑𝑢

𝑈

, 

то сходимости уже не будет (здесь 

φ𝐴(𝑢) и 𝜑𝐵(𝑢) – функции принадлежности не-
четких подмножеств А и В из универсального 
множества U). 

Рис. 1. Функция принадлежности 
численности популяции, 

 построенная по формуле (13) 

В последние годы интенсивно развиваются 
методы численного решения нечетких диффе-
ренциальных уравнений. Эти методы достаточно 
сложны и специфичны. Однако для систем диф-
ференциальных уравнений с нечеткими началь-
ными данными вида  

{
�̇� = 𝑓(𝑥, 𝑦),  𝑥(𝑡0) = 𝑋0

�̇� = 𝑔(𝑥, 𝑦),  𝑦(𝑡0) = 𝑌0
,  (15) 

где 𝑓, 𝑔:ℝ2 → ℝ – непрерывные функции и
начальные условия заданы в виде нечетких чисел 

𝑋0, 𝑌0 ∈ 𝔼
1 в работе [7] был предложен достаточно

простой алгоритм, позволяющий построить мно-
жества уровня для функции принадлежности. Чис-
ленный алгоритм решения системы (15) основан на 
методе Рунге–Кутта четвертого порядка: 
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𝑥𝑖+1 = 𝐹ℎ(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑥𝑖 +
ℎ

6
(𝐾1 + 2𝐾2 + 2𝐾3 +

+𝐾4),

𝑦𝑖+1 = 𝐺ℎ(𝑥𝑖,  𝑦𝑖) = 𝑦𝑖 +
ℎ

6
(𝐿1 + 2𝐿2 + 2𝐿3 +

+𝐿4),
𝐾1 = 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖),

𝐾2 = 𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
𝐾1,  𝑦𝑖 +

ℎ

2
𝐿1),

𝐾3 = 𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
𝐾2,  𝑦𝑖 +

ℎ

2
𝐿2),

𝐾4 = 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ𝐾3,  𝑦𝑖 + ℎ𝐿2),

𝐿1 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑖),

𝐿2 = 𝑔(𝑥𝑖 +
ℎ

2
𝐾1,  𝑦𝑖 +

ℎ

2
𝐿1),

𝐿3 = 𝑔(𝑥𝑖 +
ℎ

2
𝐾2,  𝑦𝑖 +

ℎ

2
𝐿2),

𝐾4 = 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ𝐾3,  𝑦𝑖 + ℎ𝐿2),
𝑋𝑖+1 = 𝐹ℎ(𝑋𝑖, 𝑌𝑖),
𝑌𝑖+1 = 𝐺ℎ(𝑋𝑖, 𝑌𝑖),

𝑥
1, 𝑖+1
α = 𝐹ℎ(𝑥1,𝑖

α , 𝑦1,𝑖
α ),

𝑥2,𝑖+1
α = 𝐹ℎ(𝑥2,𝑖

α ,  𝑦2,𝑖
α ),

𝑦
1, 𝑖+1
α = 𝐺ℎ(𝑥1,𝑖

α , 𝑦1,𝑖
α ),

𝑦2,𝑖+1
α = 𝐺ℎ(𝑥2,𝑖

α ,  𝑦2,𝑖
α ).

Данный алгоритм позволял численно восстано-

вить множества уровня для функции принадлеж-

ности решений системы (15). Так как функция 

принадлежности по множествам уровня восста-

навливается однозначно [2], была написана про-

грамма по приведенному выше алгоритму и по-

строению функции принадлежности по ее 

α −уровням.  

Результаты численного расчета функции 

принадлежности показаны на рис. 2, 3. Из рисун-

ков видно, что при приближении численности 

популяции к своему максимальному значению с 

ростом времени носитель функции принадлеж-

ности существенно сужается. Отсюда нетрудно 

видеть, что происходит сходимость функций 

принадлежности при стремлении времени к бес-

конечности как по метрике 𝐷(𝑥, 𝑣), так и по мет-

рике Хемминга. 

Рис. 2. Функция принадлежности  

численности популяции, 

 построенная численно для уравнения (12) 

при начальной функции (14) 

Рис. 3. Вид функции принадлежности 

 для численности популяции 

 в моменты времени 𝑡 = 0;  4;  8;  16. 

Численно построенная функция принадлеж-

ности в отличии от функции, заданной равен-

ством (13) сходится к характеристической функ-

ции χ{𝑥𝑐} как по метрике 𝐷(𝑥, 𝑣), порождаемой

метрикой Хаусдорфа, так и по интегральной мет-

рике Хемминга. Выполняется также и поточеч-

ная сходимость. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Полученные в работе результаты показы-

вают, что нахождение аналитического вида 

функций принадлежности для решений диффе-

ренциальных уравнений с нечеткими началь-

ными данными является столь же сложной зада-

чей, как и отыскание аналитических решений 

дифференциальных уравнений. Представляется 

важным развитие методов численного нахожде-

ния вида функций принадлежности решений 

дифференциальных уравнений с нечеткими 

начальными данными.  
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