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Аннотация. Исследуется устойчивость решений определенного класса дифференциальных уравнений с 
периодическими коэффициентами с учетом диссипации. Для данной системы дифференциальных 
уравнений установлена теорема о расширении области неустойчивости при наличии малой диссипа-
ции в случае комбинационного параметрического резонанса. Полученные результаты иллюстрируются 
численными расчетами и графиками. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В данной работе рассматривается линейная 

модель движения динамической системы с ги-

роскопической структурой при параметриче-

ских возмущениях. Линеаризованные диффе-

ренциальные уравнения движения таких систем 

с учетом диссипативных сил можно записать в 

виде 

 XtXXXX )( MDBGA  , (1) 

где  nxxX 21 ,, – вектор, DBA ,,  – посто-

янные диагональные вещественные матрицы: 
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G  – постоянная кососимметрическая мат-

рица вида 

);,,2,1(,0

0000

0000

...............

00...0

00...0

12

12

12

1

1

nmH

H

H

H

H

m

n

n







































G       (3) 

)( tM  – вещественная симметрическая пе-

риодическая nn 22   матрица с периодом 
12 T , элементы матрицы представимы в 

виде 
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Системой типа (1) описывается линеаризо-

ванные дифференциальные уравнения движе-

ния гиромаятника, четырехгироскопной верти-

кали, однороторного гирокомпаса при линей-

ных вибрациях основания с учетом сил трения в 

осях подвесов. 

Целью данной работы является изучение 

влияния малых диссипативных сил в случае 

простого и комбинационного параметрического 

резонанса для систем с гироскопическим чле-

ном XG . Влияние диссипативных сил при па-

раметрическим резонансе для гироскопических 

систем мало изучено. 

Так, данная задача без учета гироскопиче-

ских членов XG рассмотрена в работе 

К. Г. Валеева [1]. В данной работе для систем 

вида (1) получены новые результаты о расши-

рении области неустойчивости при комбинаци-

онном параметрическом резонансе. 
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2. НАХОЖДЕНИЕ ГРАНИЦЫ ОБЛАСТЕЙ

НЕУСТОЙЧИВОСТИ 

Приведем дифференциальные уравнения (1) 

на основании работы [2] к специальной форме: 

  0)()(  YtYtY PCN  ,    (5)

где  nyyY 21 ,, – вектор;
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Здесь элементы матриц )( tN  и )( tP  

выражаются через элементы матриц D , 

)( tM  исходной системы (1). 

Найдем в первом приближении области не-

устойчивости для системы (5) в случае пара-

метрического резонанса с учетом диссипатив-

ных сил. Все результаты для системы (5), будет 

распространяться на систему (1), так как они 

эквивалентны с точностью до )( 2O . 

Параметрический резонанс в системе (5) 

возможен при критических значениях частоты 

 , определяемых из равенств [1]
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Если ml  , то имеет место простой (основ-

ной) резонанс, при ml   – комбинационный 

резонанс. Частоты 0 ,
*

0 (7) будем называть

сопряженными. В дальнейшем предполагается, 

что равенство (7) для данных 0 и
*

0 выпол-

няется лишь при единственном наборе номеров 

ml,, . 

Границы областей неустойчивости 

   для системы (5) на плоскости па-

раметров ,  в первом приближении [1] будут 
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Здесь коэффициенты выражения   ,  для

системы (5) без трения 0)0( ss  и с трением 

0)0( ss  )2,,1( ns   имеют вид [1] 
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Здесь величины )()( , k

js

k

js  определяются из 

равенств (6). 

При простом резонансе sml  , тогда из 

формулы (10) находим значения для  и 
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3. О РАСШИРЕНИИ ГРАНИЦ

ОБЛАСТИ НЕУСТОЙЧИВОСТИ  

ПРИ КОМБИНАЦИОННЫХ РЕЗОНАНСАХ 

Перейдем к вопросу о влиянии малых дис-

сипативных сил при параметрическом резонан-

се. Из анализа формул (9) и (10), замечаем, что 

расширение области неустойчивости возможно 

за счет изменения соотношения между 
)0(

ll и

)0(

mm и только при комбинационном резонансе.

При этом величина ),( ml  (11) может быть 

сколь угодно большой. Предварительно найдем 

квадраты собственных частот системы (1) при 

0 . Они выражаются формулами 
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где введены безразмерные параметры 
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Здесь 12 sH – кинетический момент ротора

гироскопа, )2,,2,1(, nkba kk  – элемен-

ты матриц BA,  (2). Для быстровращающихся 

гироскопов выполняются условия 

       1;1 212   ss ,  (15) 

так как при этом 12 sH – большая величина.

Частоты 12  s  и s2  ),,2,1( ns   будем

называть частотами нутационных и прецесси-

онных колебаний. Для частоты 12  s  в формуле

(13) перед корнем следует взять знак «+». Для 

быстровращающихся гироскопов имеют место 

соотношения 

),,2,1(122 nsss   .   (16) 

Используя формулы работы [2], преобразу-

ющие уравнения (1) к нормальным координа-

там, затем приводя полученные уравнения к 

специальному виду (5), найдем выражение для 

элементов 
)0(

ss матрицы )( tN :
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где kd  – элементы матрицы D  (2), являющиеся 

коэффициентами трения в уравнении (1). 

Учитывая, что 1k  ),,2,1( nk   

(15), из выражений (17) находим 

),,1,()0(

12,12

)0(

2,2 njhjjhh   .    (18) 

Соотношение (18) выполняется для быстро-

вращающихся гироскопов. 

Так как величина  означает угловой ко-

эффициент касательной, проведенной к границе 

области неустойчивости в точке ),0( 0 на

плоскости , , то на основании формул (9), 

(10), (12) заключаем, что расширение области 

неустойчивости может происходить только на 

комбинационной частоте при наличии в системе 

достаточно малого трения и при выполнении 

определенного условия. А именно: 
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 0,0),( )0()0()0()0(  mmllmmllmlg . (20) 

В статье [3] даны формулы для ),( mlg  (11), 

выраженные через элементы матрицы исходной 

системы. Как показано в работе [3], величина 

),( mlg  всегда положительна для частот вида 

 ml  1

0 в случае симметрической 

вещественной матрицы )( tM . Учитывая ра-

венство (11), неравенства (19) приводим к виду 
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Если выполняется неравенство (21), то вы-

полняется неравенство (20). 

В данной работе устойчивость (неустойчи-

вость) решений дифференциальных уравнений 

определяется по Ляпунову. 

Введем понятие сильно неустойчивой ча-

стоты 0 .

Определение. Частоту 0 будем называть

сильно неустойчивой, если при произвольных, 

но достаточно мало измененных матрицах 

)(1 tN  , )(1 tP   и удовлетворяющих неравен-

ствам 

   

     



ttMtM
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1

1 ,

и оставляющих систему (5) в том же классе, что 

при любых 0,0  найдутся числа   и  , 

удовлетворяющих условию  0 , 

0  , при которых решения системы (5) 

будут неустойчивы, где ,  – некоторые по-

ложительные числа. 

На основании формул (8), (9) и неравенства 

(21), приходим к утверждению. 

Теорема. 

Если в системе (1) с положительно опреде-

ленными диагональными матрицами A  и B , 

кососимметрической матрицей G  комбинаци-

онная частота  ml  1

0

...),2,1;;2...,,1,(  mlnml  является 

сильно неустойчивой  0),( mlg , то введение

в систему малого трения при условии (21) при-

водит к расширению области неустойчивости. 

Замечание. Особую опасность представляет 

параметрический резонанс в гироскопических 
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системах для комбинационных частот 

 hj 212

1

0  



...),2,1;...,,1,(  nhj  при наличии в си-

стеме малого трения, где 12  j и h2 – часто-

ты нутационных и прецессионных колебаний 

(13). Это следует из того, что в формуле (10) 

величина  
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при условии (18) принимает достаточно боль-

шие значения, а именно 
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hj , так как из (18) 

имеем 
)0(
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2,2  jjhh .

Это явление не имеет места в случае про-

стого резонанса. 

Итак, получен важный результат о расши-

рении области неустойчивости в случае пара-

метрического комбинационного резонанса при 

наличии в системе с гироскопической структу-

рой достаточно малого трения. Найдены усло-

вия, при которых это явление имеет место. 

В нелинейной постановке решена задача о ком-

бинационном параметрическом резонансе для 

гиромаятника при вибрации основания методом 

интегральных многообразий в специальной 

форме, разработанного Р. Р. Исламовым в рабо-

те [4]. Найдены условия существования стацио-

нарного решения и условия устойчивости нуле-

вого решения системы. 

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть динамическая система описывается 

уравнениями вида 
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(22) 

Ниже на рис. 1, 2 приведены результаты 

численного нахождения границ области не-

устойчивости уравнения при значениях пара-

метров 1,4 21  aa , 121  bb , 91 H , и 

диагональной матрице возмущений 

12211   и наличии трения 01,02211  dd  

и в случае отсутствия трения 02211  dd . 

Критические частоты колебаний системы равны 

6,42 10  ; 11,02 20  , 

35,2210  . 

Рис. 1. Границы области неустойчивости 

для системы с трением 

Рис. 2. Границы области неустойчивости 

для системы без трения 

Как видно из рис. 1 и 2, введение трения 

расширяет границы области неустойчивости 

для комбинационного резонанса на частоте 

210  .

Для рассмотренной системы выполняется

критерий расширения границ области неустой-

чивости (21)  

 
 2)0(
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g   (23) 

на комбинационной частоте 210   при

1,2,1  ml . Действительно, поскольку 

0,04939)2,1(0,00025,0,01225, )0(

22

)0(

11  g , 

то, подставляя эти значения в неравенство (23), 

имеем 610279,30,04939  . Неравенство верно, 

следовательно, критерий расширения границ 

области неустойчивости выполняется. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Для динамических систем с гироскопиче-

ской структурой получен результат о расшире-

нии области неустойчивости в случае комбина-

ционного параметрического резонанса, при 

наличии в системе трения.  

Значимость этого результата обусловлена 

тем, что в реальных системах всегда имеет ме-

сто трение. На возможность расширения обла-

сти неустойчивости для систем без гироскопов 

указано в работах [1, 5, 6]. 
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Найдены соотношения, при которых проис-

ходит расширение границы области неустойчи-

вости на плоскости параметров. 
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