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Аннотация. В статье рассматриваются матричная и уровневая технологии конструирования алгоритмов 
решения задач геометрического размещения. Приведена структура матричной технологии с примерами 
использования для решения NP-трудных задач геометрического покрытия, декомпозиции многосвяз-
ного ортогонального полигона, комплексной задачи геометрического покрытия и раскроя. Исследуется 
эффективность вариантов матричных и уровневого алгоритма на примере решения двухкритериальной 
комплексной задачи геометрического покрытия и раскроя. Приведены результаты решения специально 
сгенерированных безотходных примеров с единичными коэффициентами покрытия и раскроя. Даны ре-
комендации для практического решения комплексной задачи геометрического покрытия и раскроя. 

Ключевые слова: многосвязный ортогональный полигон; матричная технология; уровневая технология; 
комплексная задача геометрического покрытия и раскроя; безотходные задачи. 

Технологические процессы в различных при-

кладных отраслях часто используют этап раскроя 

или размещение деталей с учетом геометрических 

особенностей. И этот этап является важным с 

точки зрения экономии ресурсов и сложным для 

принятия оптимального решения. Подобные про-

блемы описываются математическими постанов-

ками оптимизационных задач геометрического 

размещения [1]. Классическими являются задачи 

раскроя-упаковки [2]. Их исследованием занима-

ются с 40х годов прошлого века [3]. Большинство 

из задач размещения являются NP-трудными [1]. 

Т.е. для их решения до сих пор не известно точных 

алгоритмов полиномиальной сложности. Этим 

обуславливается актуальность разработки новых 

высокоэффективных алгоритмов. 

В статье приводится  обобщение некоторых 

технологий разработки и конструирования алго-

ритмов решения задач геометрического разме-

щения. Технология представляет возможность 

использовать ту или иную общую идею для фор-

мирования множества вариантов алгоритмов ре-

шения. 

ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 

РАЗМЕЩЕНИЯ  

Базовыми задачами геометрического раз-

мещения являются следующие [1, 2]: 

 раскрой линейного (одномерного) мате-

риала; 

 раскрой листов на прямоугольные заго-

товки; 

 упаковка трехмерных контейнеров;

 размещение и раскрой фигурных объектов

в заданной области; 

 максимальное покрытие линейного мате-

риала; 

 прямоугольное геометрическое покрытие.

Классификация основных моделей задач гео-

метрического размещения приведена в [4]. 

Проблема оптимального геометрического 

размещения встречается на практике как само-

стоятельная задача, и может выступать в роли 

подзадачи. Кроме того, в последнее время ис-

следуются комплексные задачи. Первый при- 

мер – это задача геометрического покрытия и 
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раскроя [5]. В которой требуется найти план по-

крытия области, например, пола, и план раскроя 

исходного материала (например линолеума) на 

покрывающие элементы. Задача двухкритери-

альная: минимизировать расход материала и 

максимизировать размер покрывающих элемен-

тов. Другой пример рассмотрения задач раскроя 

и покрытия в комплексе – покрытие листовым 

материалом специальных технических объектов – 

обечаек [6]. 

Несмотря на большое разнообразие задач 

размещения, все они имеют схожую структуру. 

Общим является наличие двух групп объектов. 

Между элементами этих групп устанавливается 

и оценивается соответствие. Эта общая струк-

тура и позволяет разрабатывать и использовать 

аналогичные подходы к формированию решений 

для разных задач. 

ТЕХНОЛОГИИ КОНСТРУИРОВАНИЯ 

АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО РАЗМЕЩЕНИЯ 

Анализ существующих алгоритмов позво-

лил выделить некоторые общие подходы, т.е. 

технологии, к разработке и конструированию 

новых алгоритмов. Под технологией будем по-

нимать способ конструирования решений на 

основе базовой идеи, позволяющий создавать 

варианты алгоритмов с общей структурой. 

В [7] описаны следующие технологии констру-

ирования алгоритмов решения задач геометри-

ческого размещения: послойная; уровневая; 

безуровневая; блочная [8]; матричная; на 

основе специальных геометрических 

структур. В данной статье для конструиро-

вания алгоритмов используется уровневая 

и матричные технологии. Остановимся на 

них поподробнее. 
Послойная и уровневая технологии. Рас-

смотрим способ конструирования алгоритмов 

решений на примере базовой задачи прямоуголь-

ной упаковки [2, 4]. 

Задача упаковки прямоугольников в полосу 

(2 Dimensional Strip Packing Problem, 2DSP). За-

даны размеры прямоугольников (предметов) и 

один из размеров полосы, например, ширина W, 

второй – длина – является переменным. Требу-

ется найти упаковку прямоугольников в полосу 

минимальной длины L. 

За основу послойных алгоритмов принима-

ется принцип размещения прямоугольников 

группами, составляющими полосы (слои). 

Начало этого принципа заложено в работах 

M. Adamowich & A. Albano [9]. Стратегия со-

стоит в последовательном выполнении идентич-

ных шагов, каждый из которых выполняется для 

выделенного (выбранного по какому-либо пра-

вилу) на предыдущем шаге прямоугольника. По-

строение слоя: полоса (лист, в случае раскроя ли-

ста на прямоугольные заготовки) разделяется на 

вертикальные слои, которые заполняются прямо-

угольниками автономно. Возможность разра-

ботки различных вариантов алгоритмов на ос-

нове послойной технологии заключается в ком-

бинации способов формирования правил постро-

ения слоя, формирования группы прямоуголь- 

ников (например «склейка» близких по размеру 

прямоугольников), выбора текущего прямо-

угольника для размещения и др. Эти правила мо-

гут опираться, например, на случайный выбор, 

или «первый подходящий», или «лучший подхо-

дящий» и т.п. Подобная стратегия удобна для ги-

льотинного раскроя (рис. 1, а). Условие гильо-

тинности резов характерно для станков, напри-

мер, в массовом производстве, машиностроении. 

Уровневые стратегии сходны с послой-

ными технологиями. Уровневые алгоритмы 

используют стратегию, когда каждый новый 

элемент упаковывается с выравниванием, 

например, по левому и нижнему краю. Через 

правую сторону прямоугольника максималь-

ной длины проводят вертикальную линию. 

Полубесконечная полоса оказывается разде-

ленной на уровни прямоугольной формы, со-

держащие целиком все покрывающие их пря-

моугольники. Среди простых и популярных 

алгоритмов решения задач упаковки прямо-

угольников в полосу числятся алгоритмы на 

основе уровневой технологии со стратегиями: 

следующий подходящий (NFD); лучший подхо-

дящий (BFD) и др. [4] (рис. 1, б). Разнообразия 

алгоритмов на основе этой технологии можно 

добиваться, например, способами сортировки 

последовательности прямоугольников, или 

однофазным, двухфазным и т.п. способами 

применения стратегий, или включением веро-

ятностных процедур. 

При применении уровневых технологий 

неизбежными оказываются потери за счет введе-

ния уровней большой длины. Эта технология, 

безусловно, эффективна для конструирования 

гильотинных раскроев. 
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Рис. 1. Планы упаковок, технологии: а – послойная; 

 б – уровневая со стратегией «лучший подходящий» 

Матричная технология. Геометрическая 

составляющая рассматриваемых в статье задач 

накладывает определенные трудности в преобра-

зовании информации при конструировании ре-

шений, связанные, например, с учетом геометри-

ческих особенностей области, в которой разме-

щаются предметы. В связи с этим широко ис-

пользуется матричный способ представления 

информации о геометрии. Так, например, в [10] 

предложен метод наложения двумерных матриц 

для решения следующей задачи. 

Задача 2D геометрического покрытия. Требу-

ется расположить различные геометрические объ-

екты на покрываемой поверхности таким образом, 

чтобы вся поверхность была покрыта с наименьшей 

площадью перекрытий объектов, использовав при 

этом наименьшее количество объектов. 

В алгоритме покрытия двумерными матри-

цами [10] каждая покрываемая область представ-

ляется в виде матрицы. В двумерной матрице 

каждая ячейка представляет собой пиксель на 

плоскости. Элементы матриц указывают на не-

покрытую или покрытую однократно или много-

кратно геометрическими объектами область.  

Ранее авторами данной статьи предложен ал-

горитм на основе матричной технологии для ре-

шения следующей задачи. 

Задача размещения прямоугольников в 

многосвязный ортогональный полигон (МОП) 

[11]. Дана ортогональная многоугольная об-

ласть, для которой известны ширина W и длина L 

описывающего прямоугольника, а также коорди-

наты (χν, ην) и размеры (ων, λν), μ,1ν  прямо-

угольных препятствий внутри области (рис. 2, а). 

Необходимо найти план размещения прямо-

угольных объектов с максимальным коэффици-

ентом размещения. 

Алгоритм на основе матричной технологии 

проектирования размещения прямоугольных 

объектов внутри многоугольной области по-

дробно описан в [11] и основан на представлении 

МОП в виде двумерного бинарного массива. Че-

рез все грани препятствий проводятся сквозные 

линии. В результате область с препятствиями 

оказывается покрытой сетью (рис. 2, б), каждая 

ячейка которой либо не содержит препятствий 

(значение «0» в бинарной матрице), либо явля-

ется препятствием или частью препятствия (зна-

чение «1» в бинарной матрице). Далее выбира-

ется начальная пустая ячейка (например левая 

нижняя), начиная с которой согласно какому-

либо критерию происходит объединение смеж-

ных пустых ячеек в прямоугольную область. 

Возможные критерии выбора направления объ-

единения: горизонтальное, вертикальное, диаго-

нальное (чередование горизонтального и верти-

кального), случайный выбор направления (рав-

новероятностное; пользовательское – вероятно-

сти выбора направлений задаются «вручную»; 

пропорциональное – вероятность выбора направ-

лений зависит от соотношения длины и ширины 

области). Объединение происходит до тех пор, 

пока на пути не встретится ячейка-препятствие, 

после чего вновь ищется начальная ячейка и все 

шаги повторяются. Процесс продолжается до тех 

пор, пока все пустые ячейки не будут отнесены к 

какой-либо прямоугольной области (боксу). 

В результате исходный МОП будет разбит на 

прямоугольные области, в которые далее необхо-

димо разместить прямоугольные объекты (рис. 2, в). 

Таким образом, задача сводится к задаче 2D упа-

ковки.  

(χν, ην)

λν

ων

L

W

1  0 0 0  0 0 0 0

1  0 0 0  0 0 1 0

0  0 0 0  0 0 0 0

0  0 1 1  0 0 0 0

0  0 0 0  0 0 0 1

0  0 0 1  1 0 0 1

       а     б    в 
Рис. 2. Пример матричной декомпозиции МОП на прямоугольные области: 

а – многосвязный ортогональный полигон; б – построение бинарной матрицы; 

в – результат объединений ячеек в прямоугольные области 
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Алгоритмы на основе матричной техноло-

гии показали хорошую эффективность как на ре-

альных, так и на сгенерированных тестовых при-

мерах задач размещения прямоугольников и гео-

метрического покрытия [10, 11]. 

Далее рассмотрим постановку комплексной 

задачи геометрического покрытия и раскроя, ис-

следуем эффективность алгоритмов ее решения, 

сконструированных на основе уровневой и мат-

ричной технологий. 

КОМПЛЕКСНАЯ ЗАДАЧА 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ПОКРЫТИЯ 

И РАСКРОЯ  

Комплексная задача геометрического по-

крытия и раскроя [12]. Дана информация о 

МОП, размеры прямоугольного ресурса. Необ-

ходимо найти план покрытия МОП и план рас-

кроя прямоугольного ресурса на покрывающие 

элементы, при этом требуется максимизировать 

размеры покрывающих элементов и минимизи-

ровать расход (площадь или количество) раскра-

иваемого ресурса. Эта проблема формализуется 

математической моделью задачи с двумя целе-

выми функциями.  

Для описания области покрытия МОП вве-

дем прямоугольную систему координат: оси Ox 

и Oy совпадают соответственно с нижней и левой 

боковой сторонами огибающего МОП прямо-

угольника (рис. 3, а). W, L – ширина и длина оги-

бающего МОП прямоугольника. Тогда положе-

ние каждого прямоугольного запретного участка 

Bν задается координатами (χν, ην) его нижнего ле-

вого угла и размерами μ1,ν,λ,ω νν  , где μ – ко-

личество запретных участков. 

P

B1

Θ

h

h

B2

B4

L

W

λ3

hω3

(χ2, η2)

B3

      а   б 
Рис. 3. Постановка комплексной задачи:  

а – МОП P с запретными областями Bν; б – размеры 

ресурса (листы/ полубесконечный рулон) 

Математическая модель комплексной за-

дачи геометрического покрытия и раскроя. 

Дано: МОП, подлежащий покрытию, задан-

ный совокупностью 

 μ1,ν),λ,(ω),η,(χL,W,P νννν  . 

Кроме того, имеется неограниченное множе-

ство прямоугольных листов длины Θ и ширины 

h (для задач с ресурсом в виде листов), либо по-

лубесконечный рулон ширины h, подлежащий рас-

крою на прямоугольные элементы (см. рис. 3, б). 

Также задана информация о деловых отходах в 

виде множества K = (k1, k2, … kτ) прямоугольных 

элементов с размерами τ,1,   jwl jj . 

Требуется: найти план покрытия МОП P, 

план раскроя прямоугольного ресурса на покры-

вающие прямоугольные элементы и минимизи-

ровать значения функций, характеризующих эф-

фективность решения подзадач геометрического 

покрытия и раскроя: 
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где T = {m, w, l}, w = (w1, w2, …, wm), 

l = (l1, l2, …, lm) – множество из m прямоугольных 

элементов с размерами milw ii ,1,  , образую-

щих покрытие МОП и подлежащих раскрою из 

ресурса и деловых отходов; li, wi – длина и ши-

рина покрывающего прямоугольного элемента 

Tti  , входящего в покрытие МОП, 

 KQT , где Q – множество покрывающих 

МОП прямоугольных элементов, раскроенных 

из стандартного ресурса, K+ – множество покры-

вающих МОП прямоугольных элементов, рас-

кроенных из деловых отходов, NРЛ – количество 

использованных прямоугольных листов (в слу-

чае листового ресурса в задаче раскроя), LРП – 

длина занятой части полубесконечной полосы 

(в случае рулонного ресурса в задаче раскроя), 

  iiii
mi

РП yxlxlxL 


,;max 55
..1

– коорди-

наты левого нижнего угла прямоугольника с но-

мером i в плане раскроя прямоугольного ресурса 

(в системе координат прямоугольного ресурса). 

Для формализации задачи введем дополни-

тельно переменные 
x

ijz , 
y

ijz , 
x

iz 
~  и

y

iz 
~ , такие, что:

1x

ijz  ( 1y

ijz ), если проекция прямоугольного 

элемента i на ось Ох (Оу) находится левее (ниже) 

проекции прямоугольного элемента j на ось 

Ох (Оу), иначе 0x

ijz ( 0y

ijz ); 1~ x

iz  ( 1~ y

iz  ),

А. С.  Филиппова,  Ю. И.  Валиахметова,  Э.  И.  Дяминова  ● КОНСТРУИРОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ … 



118

если проекция прямоугольного элемента i на ось 

Ох (Оу) находится левее (ниже) проекции запрет-

ной области ν на ось Ох (Оу), иначе 

0~ x

iz  ( 0~ y

iz  ). 

Тогда необходимо найти: 

1. Множество T прямоугольных элементов,

покрывающих МОП P, и соответствующий план 

покрытия, т.е. для каждого Tti   требуется 

отыскать набор значений iiii wlyx ,,, , где xi, yi – 

координаты левого нижнего угла элемента в си-

стеме координат МОП P, li, и wi – соответственно 

длина и ширина прямоугольного элемента, та-

ких, что:  

,hli  iw , mi ,1 ,  (1) 

,Llx ii  ,Wwy ii  mi ,1 ,  (2) 

0ix , 0iy , mi ,1 ,  (3) 

1 y

ji

y

ij

x

ji

x

ij zzzz , jimjmi  ,,1,,1   (4) 

)1( y

ijiij zWwyy  , mjmi ,1,,1  ,  (5) 

)1( x

ijiij zLlxx  , mjmi ,1,,1  ,  (6) 

1~~~~  y

i

y

i

x

i

x

i zzzz  , μ,1,,1  mi ,  (7) 

)~1( y

iii
zWwy


  , μ,1,,1  mi ,  (8) 

)~1( x

iii zLlx   , μ,1,,1  mi ,  (9) 

МОП

m

i

ii Slw 
1

(10) 

Условия (1) накладывают ограничения на 

размеры покрывающих МОП прямоугольных 

элементов: они не должны превышать размеры 

прямоугольного ресурса. Условия (2), (3) задают 

допустимое положение прямоугольного эле-

мента в области МОП: они не должны выходить 

за границы МОП. Условия (4)–(6) обеспечивают 

неперекрытие прямоугольных элементов между 

собой, (7)–(9) – неперекрытие прямоугольных 

элементов с запретными областями. Условие 

(10) описывает необходимость полного геомет-

рического покрытия полезной площади МОП 

прямоугольными элементами (без «просветов»). 

2. План раскроя ортогонального ресурса на

прямоугольные элементы множества T такой, 

что выполняются следующие условия: 

0
i

x , 0
i

y , mi ,1 ,               (11) 


ii

lx , hwy ii  , mi ,1 ,  (12) 

1 y

ji

y

ij

x

ji

x

ij zzzz , jimjmi  ,,1,,1 ,(13) 

)1( y

ijiij zWwyy  , mjmi ,1,,1  ,   (14) 

)1( x

ijiij zLlxx  , mjmi ,1,,1  .   (15) 

Условия (11)–(12) обеспечивают допустимое 

размещение прямоугольных элементов внутри 

ортогонального ресурса; (13)–(15) обеспечивают 

неперекрытие прямоугольных элементов между 

собой. 

Целевые функции min Fcov(T) и min Fcut(T) 

позволяют сравнивать качество различных реше-

ний одной и той же задачи, однако не позволяют 

объективно сравнивать эффективность решений 

различных задач, поскольку их значения зависят 

от исходных данных, например от размеров ре-

сурса и МОП. 

Поэтому качество полученных решений оце-

нивается также с помощью двух относительных 

показателей: 

 для задачи геометрического покрытия:

рассчитывается коэффициент покрытия 

resourse

resourse

T

MOP

S

P

P

S
k cov

, 

где SMOP и Sresourse – площади МОП и ресурса со-

ответственно, PT и Presourse – суммарные пери-

метры покрывающих элементов и ресурса соот-

ветственно; 

 для задачи ортогонального раскроя:

определяется коэффициент раскроя 

.1

resourse

m

i

ii

cut
S

lw

k






  

Коэффициент геометрического покрытия ра-

вен 1, если стыки покрывающих элементов нахо-

дятся лишь на границах МОП, и не проходят по 

внутренней площади МОП. В противном случае 

kcov < 1. 

При безотходном решении задачи, то есть ко-

гда отсутствуют потери материала, коэффициент 

раскроя равен 1. В противном случае kcut < 1. 

Коэффициенты раскроя и покрытия явля-

ются противоречивыми друг другу, поскольку 

максимизация размеров покрывающих элемен-

тов влечет за собой снижение коэффициента рас-

кроя (увеличение отходов). И, наоборот, при 

мелких размерах раскраиваемых элементов уве-

личивается коэффициент раскроя, но уменьша-

ется коэффициент покрытия. 

УРОВНЕВЫЙ И МАТРИЧНЫЕ 

АЛГОРИТМЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

КОМПЛЕКСНОЙ ЗАДАЧИ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ПОКРЫТИЯ 

И РАСКРОЯ  

Применение уровневой технологии для ре-

шения комплексной задачи геометрического по-

крытия и раскроя основано на последовательном 

ИНФОР МАТ ИК А,  В ЫЧИСЛ И ТЕЛЬНАЯ  ТЕХНИК А И УП РАВЛЕН ИЕ  
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выполнении алгоритмов решения каждого из 

следующих этапов (подзадач).  

Этап I: декомпозиция МОП. В МОП выде-

ляют прямоугольные области, которые не содер-

жат препятствий. Для решения этой подзадачи 

используется модификация уровневого алго-

ритма условных резов [13]. При этом целесооб-

разно проводить декомпозицию МОП на прямо-

угольные области так, чтобы количество таких 

областей было минимально, а их площади как 

можно больше. Первоначальный МОП разби-

вают на части сквозными условными резами та-

ким образом, чтобы препятствия находились на 

границах вторичных МОП. Далее для каждого 

вторичного МОП выполняют следующее: сперва 

выделяют центральную (предположительно, 

наибольшую по площади) область без препят-

ствий. Для этого нужно провести 4 условных 

сквозных реза: 

вертикальный левый – проводится по препят-

ствию наибольшей длины, примыкающему к ле-

вой грани области; 

вертикальный правый – проводится по пре-

пятствию наибольшей длины, примыкающему к 

правой грани области; 

горизонтальный верхний – проводится по 

препятствию наибольшей ширины, примыкаю-

щему к верхней грани области; 

горизонтальный нижний – проводится по 

препятствию наибольшей ширины, примыкаю-

щему к нижней грани области. 

В зависимости от последовательности прове-

дения резов, можно получить разные области. 

Далее последовательность резов определяется 

случайным образом. 

В результате проведения четырех резов ис-

ходное пространство оказывается разделенным 

на 5 прямоугольных областей. В зависимости от 

наличия в них определенных видов препятствий 

можно выделить 3 типа областей: 

а) область без препятствий – прямоуголь-

ная область, не содержащая ни одного препят-

ствия, может быть заполнена с помощью любого 

алгоритма гильотинного размещения, в том 

числе уровневого. 

б) простая область – прямоугольная об-

ласть, содержащая препятствия только одного 

типа (расположенные вплотную к левой, правой, 

верхней или нижней грани области). Из нее не-

трудно выделить области без препятствий – про-

странства между препятствиями и справа, слева, 

под или над препятствиями в зависимости от их 

типа. 

в) сложная область – прямоугольная об-

ласть, содержащая препятствия как минимум 

двух типов.  

Такими действиями получают некоторое 

множество прямоугольных областей разных раз-

меров, образующих декомпозицию исходного 

МОП. Т.к. выбор последовательности выполне-

ния резов влияет на результат, можно выполнять 

этот этап несколько раз для получения лучшей 

по какому-либо критерию (например, по 

наибольшей средневзвешенной площади) деком-

позиции. 

Этап II: геометрическое покрытие. Нахо-

дят план покрытия каждой из областей прямо-

угольными элементами максимального размера, 

возможного для заданного ресурса. Т.е. решается 

подзадача геометрического покрытия прямо-

угольной области. Для этого можно использо-

вать:  

 простой однопроходный алгоритм «ниж-

ний левый» [4], который на каждом шаге покры-

вает область прямоугольником максимально до-

пустимого размера с непокрытой самой нижней 

и левой точки;  

 алгоритм, предложенный С. В. Телицким

в [14], являющийся модификацией метода после-

довательного уточнения оценок [15] и учитыва-

ющий перерасход покрывающего материала (ре-

сурса). Это многопроходный алгоритм, который 

позволяет найти локально-оптимальный план 

покрытия; 

 многопроходный алгоритм локального

поиска оптимума на основе эволюционной стра-

тегии [4]. 

Этап III: ортогональный раскрой. И по-

следний этап – решение подзадачи раскроя: тре-

буется найти план раскроя ресурса на покрываю-

щие элементы. Здесь возможно использовать лю-

бые известные алгоритмы решения задачи пря-

моугольной упаковки. Мы для реализации этого 

этапа использовали: 

 быстрый однопроходный алгоритм «пер-

вый подходящий» [4]; 

 многопроходный алгоритм последова-

тельного уточнения оценок [15], учитывающий 

подетальные нормы расхода материала для фор-

мирования упорядоченной последовательности 

раскраиваемых элементов;  

 послойный алгоритм с оценками [16], ос-

нованный на послойной технологии с учетом по-

детальных норм расхода материала. 

На рис. 4 представлена структура матрич-

ной технологии конструирования реализован-

ных способов решения некторых задач геометри-

ческого размещения. Это задачи геометриче-

ского покрытия [10], размещение прямоугольни-

ков в МОП [11], комплексная задача 

геометрического покрытия и раскроя [12]. Для 
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решения последней ранее предложены трехэтап-

ный подход [14] (подзадачи: декомпозиция МОП 

на прямоугольные области, определение разме-

ров элементов, покрывающих эти прямоуголь-

ные области, и раскрой ресурса на покрывающие 

элементы),  и двухэтапный [12]  (подзадачи: вы-

деление  в МОП прямоугольных областей, раз-

меры которых не превышают размер ресурса, и 

раскрой ресурса на элементы, совпадающие с 

выделенными прямоугольными областями) под-

ходы.  

Процесс поиска решения (лучшего плана 

геометрического размещения) представляет со-

бой последовательное решение подзадач, для 

каждой из которых используется один из пере-

численных в схеме на рис. 4 алгоритмов. Кроме 

того возможны реализации общих алгоритмов, в 

которых для решения подзадач будут использо-

ваны другие известные алгоритмы или их моди-

фикации. Различные комбинации, модификации 

процедур решения подзадач, использование раз-

ных оценок качества частичных решений позво-

ляют конструировать варианты общего алго-

ритма решения комплексной задачи геометриче-

ского покрытия и раскроя. 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

В описанной ниже серии экспериментов в ка-

честве тестовых примеров задачи были исполь-

зованы специально сгенерированные исходные 

данные, допускающие так называемое безотход-

ное решение. В таких примерах имеется решение 

(план покрытия и план раскроя), при котором ко-

эффициенты геометрического покрытия и рас-

кроя равны 1.  

Эксперимент №1. Сравнение эффективно-

сти уровневой и матричной  технологий кон-

струирования общих алгоритмов решения ком-

плексной задачи геометрического покрытия и 

раскроя на безотходных примерах.  

Это трехэтапные способы решения, в кото-

рых на каждом этапе подзадача решается одним 

из возможных алгоритмом. Выходная информа-

ция одной подзадачи является исходной для сле-

дующей.  Исследована эффективность двух сле-

дующих общих алгоритмов, в которых для реше-

ния подзадач покрытия и раскроя используются 

простые однопроходные эвристики: 

 алгоритм на основе матричной техноло-

гии M+F+F использует: 

этап 1 –  подзадача декомпозиции МОП: ал-

горитм матричной декомпозиции (M),  

этап 2 –  подзадача геометрического покры-

тия: алгоритм «первый подходящий» (F),  

этап 3 – подзадача раскроя: алгоритм «пер-

вый подходящий» (F); 

 алгоритм на основе уровневой техноло-

гии L+F+F использует: 

этап 1 –  подзадача декомпозиции МОП:  ал-

горитм условных резов (L),  

этап 2 –  подзадача геометрического покры-

тия: алгоритм «нижний левый» (BL),  

этап 3 – подзадача раскроя:  алгоритм «пер-

вый подходящий» (F). 

Результаты решения десяти безотходных 

примеров эксперимента №1 приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Результаты решения безотходных задач  

алгоритмами различных технологий 

№ 

задачи 

Матричный алго-

ритм M+BL+F 

Уровневый алго-

ритм L+BL+F 

kcut kcov kcut kcov 

1 0,936 0,559 0,955 0,557 

2 0,982 0,561 0,995 0,569 

3 0,995 0,568 1,000 0,536 

4 0,936 0,571 0,936 0,569 

5 0,968 0,530 0,959 0,522 

6 0,951 0,528 0,936 0,501 

7 0,929 0,376 0,929 0,370 

8 0,887 0,521 0,883 0,544 

9 0,954 0,840 0,953 0,837 

10 0,991 0,530 0,986 0,545 

среднее 0,953 0,540 0,953 0,536 

Как видно из табл. 1, использование алго-

ритма на основе матричной технологии позво-

ляет получать более эффективные решения: ко-

эффициент раскроя в среднем отличается не-

значительно, однако коэффициент геометриче-

ского покрытия в среднем выше при исполь- 

зовании матричного алгоритма. Поэтому в сле-

дующем эксперименте для исследования эф-

фективности вариантов алгоритмов на основе 

одной технологии будем использовать матрич-

ные алгоритмы. 

Эксперимент №2. Исследование эффектив-

ности различных комбинаций алгоритмов реше-

ния подзадач, составляющих варианты матрич-

ных алгоритмов решения комплексной задачи 

геометрического покрытия и раскроя. 
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Задача размещение 
прямоугольников в

МОП
(Мухачева Э.А.,
Дяминова Э.И.)

Задача 
геометрического 

покрытия
(Фроловский В.Д., 

Забелин С.Л.)

Комплексная задача геометрического
покрытия и раскроя

Трехэтапный подход 
(Телицкий С.В., 
Филиппова А.С., 

Валиахметова Ю.И.)

Двухэтапный подход
(Филиппова А.С., 
Дяминова Э.И.)

Бинарная матрица
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целочисленная матрица
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Рис. 4. Структура матричной технологии 

Исследована эффективность девяти общих 

алгоритмов на основе матричной технологии, 

для решения подзадач каждого этапа в которых 

использовались следующие алгоритмы: 
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этап 1 – подзадача декомпозиции МОП: ал-

горитм матричной декомпозиции (M);  

этап 2 – подзадача геометрического покры-

тия: алгоритм «нижний левый » (BL), алгоритм 

последовательного уточнения оценок (V); эво-

люционный алгоритм (E); 

этап 3 – подзадача раскроя: алгоритм «пер-

вый подходящий» (F), алгоритм последователь-

ного уточнения оценок (V); послойный алгоритм 

с оценками (L). 

Таким образом, получили следующие вари-

анты общего алгоритма: M+BL+F, M+BL+V, 

M+BL+L, M+V+F, M+V+V, M+V+L, M+E+F, 

M+E+V, M+E+L. 

В табл. 2 приведены результаты по каждой из 

10 случайно сгенерированных безотходных за-

дач, а также средние величины коэффициента 

геометрического покрытия и  коэффициента рас-

кроя. Темным цветом в таблице 2 выделены 

ячейки, содержащие лучший результат по при-

меру (столбцу). 

В среднем лучший результат решения ком-

плексной задачи с точки зрения эффективности 

геометрического покрытия получен вариантом 

алгоритма при помощи комбинации M+E+L, ко-

гда на этапе решения подзадачи геометрического 

покрытия использован эволюционный алгоритм, 

а на этапе решения подзадачи ортогонального 

раскроя – послойный алгоритм с оценками. Заме-

тим, что остальные комбинации алгоритмов су-

щественно проигрывают по значению коэффи-

циента геометрического покрытия как в боль-

шинстве примеров по-отдельности, так и в сред-

нем.  

Лучший результат при решении примеров 

подзадачи ортогонального раскроя получен при 

помощи комбинации алгоритмов M+E+V, то 

есть на этапе решения подзадачи геометриче-

ского покрытия применялся эволюционный ал-

горитм, а на этапе решения подзадачи ортого-

нального раскроя – алгоритм последовательного 

уточнения оценок. Следует отметить, что другие 

комбинации алгоритмов также позволяют полу-

чать весьма эффективные решения, коэффици-

ент ортогонального раскроя отличается несуще-

ственно у комбинаций M+V+L и M+V+F, когда 

на этапе решения подзадачи геометрического по-

крытия используется алгоритм последователь-

ного уточнения оценок, а на этапе решения под-

задачи ортогонального раскроя – соответственно 

послойный алгоритм с оценками и первый под-

ходящий. 

Следует отметить, что лишь один вариант ал-

горитма показал оптимальное решение подза-

дачи раскроя. Это алгоритм с комбинацией 

M+BL+L. Оптимального варианта плана покры-

тия не показал ни один из вариантов. 

Таблица 2  

Эффективность различных вариантов матричного алгоритма решения 

комплексной задачи геометрического покрытия и раскроя 

Общий ал-

горитм 

Пока-

затель 

№ примера Сред-

нее 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

M+BL+F 
kcov 0,559 0,561 0,568 0,571 0,530 0,528 0,376 0,521 0,840 0,530 0,540 

kcut 0,936 0,982 0,995 0,936 0,968 0,951 0,929 0,887 0,954 0,991 0,953 

M+BL+V 
kcov 0,557 0,543 0,563 0,588 0,516 0,517 0,370 0,540 0,838 0,555 0,539 

kcut 0,942 0,982 0,986 0,950 0,955 0,964 0,936 0,880 0,952 0,986 0,953 

M+BL+L 
kcov 0,558 0,541 0,560 0,585 0,520 0,507 0,381 0,540 0,836 0,492 0,534 

kcut 0,936 1,000 0,986 0,932 0,968 0,951 0,936 0,884 0,947 0,995 0,954 

M+V+F 
kcov 0,527 0,552 0,510 0,586 0,538 0,531 0,372 0,533 0,837 0,529 0,533 

kcut 0,927 0,991 0,991 0,955 0,964 0,964 0,936 0,876 0,959 0,995 0,956 

M+V+V 
kcov 0,548 0,550 0,530 0,570 0,513 0,529 0,390 0,533 0,826 0,531 0,536 

kcut 0,927 0,986 0,991 0,932 0,964 0,950 0,936 0,874 0,959 0,986 0,951 

M+V+L 
kcov 0,561 0,551 0,550 0,571 0,535 0,519 0,362 0,537 0,837 0,553 0,538 

kcut 0,946 0,991 0,995 0,959 0,955 0,942 0,936 0,891 0,956 0,991 0,956 

M+E+F 
kcov 0,575 0,550 0,533 0,569 0,521 0,518 0,369 0,534 0,833 0,541 0,535 

kcut 0,945 0,986 0,991 0,945 0,968 0,955 0,936 0,880 0,932 0,986 0,953 

M+E+V 
kcov 0,529 0,580 0,585 0,567 0,520 0,496 0,391 0,556 0,832 0,664 0,553 

kcut 0,932 0,986 0,995 0,941 0,950 0,955 0,936 0,895 0,945 0,973 0,951 

M+E+L 
kcov 0,538 0,569 0,503 0,563 0,501 0,519 0,367 0,534 0,834 0,560 0,529 

kcut 0,959 0,991 0,991 0,941 0,973 0,964 0,936 0,891 0,939 0,987 0,957 
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123

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенные в статье схемы реализации 

вариантов алгоритмов решения комплексной за-

дачи геометрического покрытия и раскроя осно-

ваны на уровневой и матричной технологиях. 

Один из вычислительных экспериментов пока-

зал преимущество матричной технологии по ка-

честву покрытия. Структура матричной техноло-

гии позволила реализовать девять вариантов 

матричного алгоритма для решения комплекс-

ной задачи. Вычислительный эксперимент поз-

волил выделить лучшие из них с точки зрения 

эффективности покрытия и раскроя.  

Использование для оценки эффективности 

специальных безотходных примеров, для кото-

рых заранее известны оптимальные планы по-

крытия и раскроя, позволяют сделать заключе-

ние о том, что оптимального решения рассмот-

ренные алгоритмы не получили. Это говорит о 

необходимости продолжения работы в направле-

нии совершенствования способов конструирова-

ния алгоритмов решения новой NP-трудной ком-

плексной задачи геометрического покрытия и 

раскроя. 
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