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Аннотация. В статье рассматриваются оценки количества цепей в эйлеровом ОЕ-покрытии плоского 
графа цепями. Под эйлеровым ОЕ-покрытием понимается такое минимальное по мощности упорядо-
ченное множество реберно-непересекающихся цепей, для которых выполнено условие отсутствия пе-
ресечения внутренности цикла из ребер пройденной части маршрута с ребрами непройденной части.  

В соответствии с теоремой Листинга–Люка минимальная мощность покрытия графа реберно-
непересекающимися цепями равна k, где 2k – число вершин нечетной степени. Ранее автором показа-
но, что мощность эйлерова OE-покрытия плоского графа без мостов равна k, если хотя бы одна верши-
на нечетной степени инцидентна внешней грани и k+1, в противном случае. В данной работе показано, 
что точная верхняя оценка мощности эйлерова ОЕ-покрытия равна 2k. 
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ВВЕДЕНИЕ
1
 

Лазерная резка является одной из основных 

технологий, используемых при обработке ли-

стового материала. Таким образом, задача опре-

деления траектории движения режущего ин-

струмента является актуальной. Задача опреде-

ления траектории заключается в определении 

точной последовательности резов. Развитие ав-

томатизации производства привело к появлению 

технологического оборудования с числовым 

программным управлением, используемого для 

резки листовых материалов. Новые технологии 

позволяют осуществлять вырезание по произ-

вольной траектории с достаточной для практики 

точностью. Преимуществом при использовании 

лазерной резки является минимальность таких 

показателей как ширина реза и термические де-

формации. Целью задачи определения маршру-

та резки является поиск такого пути режущего 

инструмента, при котором выполняются усло-

вия предшествования, а время, затраченное на 

вырезание, минимально [1].  

В терминах задачи лазерной резки под усло-

вием предшествования понимается требование к 

тому, чтобы отрезанная от листа часть не требо-

вала дополнительных разрезаний (т.е. все эле-

менты вложенного контура должны быть выре-

Статья выполнена при поддержке Правительства 
РФ (Постановление №211 от 16.03.2013 г.), согла-
шение №02.A03.21.0011. 

заны прежде, чем внешний контур окажется 

полностью вырезанным). 

В [1] и [2] приводится классификация задач 

маршрутизации режущего инструмента и от-

мечается, что технологии ECP (Endpoint 

Cutting Problem) и ICP (Intermittent Cutting 

Problem) за счет возможности совмещения гра-

ниц вырезаемых деталей позволяют сократить 

расход материала, длину резки, и длину холо-

стых проходов [2]. Проблемы уменьшения от-

ходов материала и максимального совмещения 

фрагментов контуров вырезаемых деталей ре-

шаются на этапе составления раскройного пла-

на. В [1] отмечено, что для решения задачи ECP 

известен алгоритм [3], который находит траек-

торию движения режущего инструмента и ми-

нимизирует число точек врезки. Для решения 

этой задачи авторами статьи [3] использован 

аппарат теории графов, а предложенный в ра-

боте алгоритм строит дополнительные ребра 

между вершинами нечетной степени графа. 

Однако приведенный в [3] алгоритм позволяет 

решить задачу только для случая планарной 

достройки плоского эйлерова графа. 

В [4, 5] отмечено, что применение техноло-

гий ECP и ICP в системе технологической под-

готовки процессов раскроя плоских деталей 

предполагает следующие этапы. 

1. Составление раскройного плана, заклю-

чающееся в нахождении такого варианта раз-

мещения вырезаемых деталей на прямоуголь-
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ном листе, при котором минимизируются отхо-

ды и максимизируется длина совмещенных эле-

ментов контуров вырезаемых деталей. 

2. Абстрагирование раскройного плана до

плоского графа. Для определения последова-

тельности резки фрагментов раскройного плана 

не используется информация о форме детали, 

поэтому все кривые без самопересечений и со-

прикосновений на плоскости, представляющие 

форму деталей, интерпретируются в виде ребер 

графа, а все точки пересечений и соприкоснове-

ний представляются в виде вершин графа. Для 

анализа выполнения технологических ограни-

чений необходимо введение дополнительных 

функций на множестве вершин, граней и ребер 

полученного графа. 

3. Решение задачи построения маршрутов

с ограничениями, наложенными на порядок 

обхода ребер. Данные ограничения непосред-

ственно вытекают из технологических огра-

ничений, наложенных на порядок вырезания 

деталей: отрезанная от листа часть не должна 

требовать дополнительных разрезаний, долж-

ны отсутствовать пересечения резов, необхо-

димо оптимизировать длину холостых пере-

ходов, минимизировать количество точек 

врезки и т.д. 

4. Составление программы управления про-

цессом раскроя на основе маршрута, найденно-

го с помощью алгоритма решения абстрагиро-

ванной задачи маршрутизации. Здесь выполня-

ется обратная замена абстрактных ребер плос-

кого графа системой команд раскройному 

автомату, обеспечивающей движение по кри-

вым на плоскости, соответствующим форме вы-

резаемой детали. 

В статье приводится алгоритм решения про-

блемы маршрутизации при вырезании деталей, 

когда раскройный план представлен плоским 

неэйлеровым графом, не имеющем вершин не-

четной степени, инцидентных внешней грани. 

КОДИРОВАНИЕ ПЛОСКОГО ГРАФА 

Для решения поставленной задачи раскрой-

ный план необходимо представить в виде плос-

кого графа [6]. Моделью раскройного листа бу-

дем считать плоскость S, моделью раскройного 

плана – плоский граф G с внешней гранью 
0f  

на плоскости S. Для плоского графа G далее че-

рез ( )E G  будем обозначать множество его ре-

бер, представляющих плоские жордановы кри-

вые с попарно непересекающимися внутренно-

стями, гомеоморфные отрезкам. Через ( )V G  

обозначим множество граничных точек этих 

кривых.  

Топологическое представление плоского 

графа ( , )G V E  на плоскости S с точностью до 

гомеоморфизма определяется заданием для 

каждого ребра e E  следующих функций [4–6]: 

 ( )kv e , 1,2k   – вершины, инцидентные 

ребру e; 

 ( )kf e  – грань, находящаяся справа при 

движении по ребру e от вершины ( )kv e  к вер-

шине 
3 ( )kv e

, 1,2k  ; 

 ( )kl e  – ребро, инцидентное грани 
3 ( )kf e

и ( )kv e , 1,2k  ; 

 ( )kr e  –  ребро, инцидентное грани ( )kf e  и 

( )kv e , 1,2k  . 

Поскольку функции ( )kv e , ( )kf e , ( )kl e , 

( )kr e , 1,2k  , построенные на ребрах графа 

( , )G V E , для каждого ребра определяют ин-

цидентные вершины, инцидентные грани и 

смежные ребра, то справедливо следующее  

Утверждение. Функции ( )kv e , ( )kf e , ( )kl e , 

( )kr e , 1,2k  , построенные на ребрах графа 

( , )G V E , определяют плоский граф 

( , )G V E  с точностью до гомеоморфизма. 

Далее будем считать, что все рассматривае-

мые плоские графы представлены указанными 

функциями. Пространственная сложность тако-

го представления будет 
2(| | log | |)O E V . 

OE-ПОКРЫТИЕ ПЛОСКОГО ГРАФА 

Как было отмечено выше, за модель рас-

кройного листа принимается плоскость S, мо-

дель раскройного плана – плоский граф G с 

внешней гранью 
0f  на плоскости S. Для любой 

части графа J G  (части траектории движения 

режущего инструмента) обозначим через 

 Int J  теоретико-множественное объединение

его внутренних граней (объединение всех связ-

ных компонент S J‚ , не содержащих внешней 

грани). Тогда  Int J  можно интерпретировать

как отрезанную от листа часть. Множества вер-

шин, ребер и граней графа. 

Начальную часть маршрута в графе G будем 

рассматривать как часть графа, содержащую все 

вершины и ребра, принадлежащие маршруту. 

Это позволяет формализовать требование к 

маршруту режущего инструмента как условие 

отсутствия пересечения внутренних граней лю-

бой начальной части маршрута в заданном 

плоском графе G с ребрами его оставшейся ча-

сти [7]. Такие маршруты будем называть марш-

рутами с упорядоченным охватыванием [8] 
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(или для кратости OE-маршрутами, от англ. 

«ordered enclosing»). 

Определение 1 [7]. Цепь 
1 1 2 2 kC v e v e v   в 

плоском графе G имеет упорядоченное охваты-

вание (является OE-цепью), если для любой его 

начальной части 
1 1 2 2l lC v e v e e   (| |)l E  вы-

полнено условие  Int lC G  . 

Определение 2 [8]. Упорядоченная последо-

вательность реберно-непересекающихся OE-

цепей 

0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2... , ... , ,k k k kC v e v e e v C v e v e e v  

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 ... ,
n n

n n n n n n n

k kC v e v e e v
 

        

покрывающая граф G и такая, что 

     1 1

0
: , Int( ) ,

m nl l

l l m
m m n C C

 

 
     

называется маршрутом с упорядоченным 

охватыванием (OE-маршрутом). 

Построение OE-маршрута графа G решает 

поставленную задачу раскроя. Наибольший ин-

терес представляют маршруты с минимальным 

числом цепей, поскольку переход от одной цепи 

к другой соответствует холостому проходу ре-

жущего инструмента. 

Определение 3. ОЕ-маршрут, содержащий 

минимальную по мощности упорядоченную по-

следовательность реберно-непересекающихся 

цепей в плоском графе G будем называть эйле-

ровым маршрутом с упорядоченным охватыва-

нием (эйлеровым OE-маршрутом), а составля-

ющие его OE-цепи – эйлеровым OE-покрытием. 

OE-ПОКРЫТИЕ ПЛОСКОГО 

ГРАФА БЕЗ МОСТОВ 

Для плоского неэйлерова графа без мостов 

справедлива следующая теорема.  

Теорема 1 [9]. Для плоского графа 

( , )G V E  без мостов, заданного на плоскости 

S, существует такое множество ребер 

: ( ) \M M S V  , что граф ˆ ( , )G V E M 

является эйлеровым и в нем существует эйле-

ров цикл 1 1 2 2 1... nC v e v e e v , n E M  , для лю-

бой начальной части которого 
1 1 2 2...l lC v e v e v , 

l E M    выполнено условие Int( )lC G  . 

В условии теоремы считается, что ребра из 

множества M не лежат в плоскости S, этой 

плоскости принадлежат только концы указан-

ных ребер. В терминах задачи вырезания дета-

лей таким ребрам соответствуют холостые пе-

реходы инструмента. 

Определение 4 [5]. Рангом ребра ( )e E G  

будем называть значение функции 

rank( ) : ( )e E G N , определяемую рекурсивно: 

пусть 
1 0{ : }E e E e f   – множество ребер, 

ограничивающих внешнюю грань 
0f   графа 

( , )G V E , тогда   1 rank( ) 1e E e   ; пусть

( )kE G  – множество ребер ранга 1 графа 

1

1

, \ ,
k

k l

l

G V E E




  
  

  

тогда   rank( )ke E e k   . 

Ранг ребра определяет его удаленность от 
внешней грани и показывает, какое минималь-
ное число граней необходимо пересечь, чтобы 

добраться от внешней грани 
0f  до этого ребра. 

Доказательство теоремы 1 конструктивно и 
дает результативность алгоритма OE-Cover [9].  

Алгоритм OE-Cover

Входные данные:  

G (V,E) – плоский граф; 

oddV V  – множество вершин нечетной 

    степени; 

Выходные данные: 

first E , last E ,
1mark : E E ; 

Initiate(); 

Order();  

SortOdd(); \\ Сортировка списка вершин 

     \\ нечетной степени по убыванию ранга 

If (
0{ | }oddv V v f   ) 

 
0 argmax  an (k )r

oddv V
v v


 ; 

    
0\{ }odd oddV V v ; 

Else 

    
0

0|v v v f  ;} 

EndIf 

Do 
0FormChain( )v v ; 

\{ }odd oddV V v ; 

If ( )oddV   break; EndIf 
0 argmax  an (k )r

oddv V
v v


 ; 

While (true); 

End 

Алгоритм OE-Cover вызывает процедуры In-
itiate(), Order(), SortOdd() и функцию 

FormChain( v ). 

Процедура Initiate() [9] выполняет следую-
щие функции:  

 определяет вершину, смежную внешней
грани; 

 инициализирует очередь ( )Q v  инцидент-

ных каждой вершине ( )v V G  ребер; 

 инициализирует результирующую очередь.
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Процедура Order() [9] выполняет следую-

щие функции:  

 определяет для каждого ребра ( )e E G

функции rank( )e  и для каждой вершины 

( )v V G  функции rank( )v ; 

 формирует очереди ( )Q v  инцидентных

каждой вершине ( )v V G  ребер в порядке убы-

вания их ранга. 

Процедура SortOdd() формирует очередь 

OddV  вершин нечетной степени в порядке убы-

вания их рангов. 

Процедура позволяет построить цепь OE-

покрытия, начинающуюся в вершине v и закан-

чивающуюся в вершине нечетной степени u. 

Если невозможно построить цепь, заканчиваю-

щуюся в вершине нечетной степени, то в каче-

стве u выступает последняя вершина сформиро-

ванной цепи. 

Функциональное назначение процедуры 

FormChain (v, u) состоит в формировании 

OE-цепи, начинающейся в заданной вершине w 

и заканчивающейся в некоторой вершине

oddv V , v w .  

Процедура FormChain 
In: w – начальная вершина цепи; 
Out: v – конечная вершина цепи 

       v w ; ( )e Q v ; 

       Do 

      1 ( )argmax r (ank )e Q ve e ; 

      
1 22 ( ): ( ) ( )a rrgm n )aax (ke Q v f e f ee e  ; 

     If 
1 2rank ran( ) )k(e e  \\ Найти ребро 

  \\ максимального ранга, 
   \\ по возможности не являющееся 

\\ мостом 

 
2e e ; 

Else 

1e e ; 

EndIf 

If 
1( )v v e  

    REPLACE(e);} // Изменить индексы 
// функций ребра e с k на 3–k, k=1,2 

EndIf 

( ) ( ) { }E G E G e ‚  ; 

\\ Удалить ребро e и удалить грани, 
\\ разделенные ребром e 

{ }Trail Trail e  ; 

1( )v v e ; 

While (  and ( )oddv V Q v  ); 

      Return v; 

EndProcedure 

В результате выполнения процедуры будет 

построена простая цепь 
0 1 1 2

i i i i i i i

k kC v e v e e v  , в 

которой 
1 2 1, , ...i i i

k oddv v v V  0 , ,k oddv v V  а для 0i   

и i n  вершины 
0 , ,i i

k oddv v V  при 0i   вершина 

,i

k oddv V  а при i n  вершина 
0

i

oddv V , 

1 1
( )\{ | }

arg max rank( ), ( ), 1,2, , ,
i l

i i i
e E v e l i

e e v v e i k
 

     

кроме того, для любой начальной части 
0

1 1 2 2l lC v e v e v e  , l k  и для любой вершины 

v V  имеет место неравенство 

   ( )\( )
min rank( ) max rank( ).

ll
e E v E Ce E v E C

e e


  

ОЦЕНКА МОЩНОСТИ OE-ПОКРЫТИЯ 

ПРОИЗВОЛЬНОГО ПЛОСКОГО 

СВЯЗНОГО ГРАФА  

Рассмотрим произвольный плоский связный 

граф. В этом случае справедлива следующая 

теорема об оценке мощности эйлерова OE-

покрытия. 

Теорема. Пусть G – плоский связный граф, 

( )oddV G  – множество вершин нечетной степе-

ни графа G, тогда для мощности N эйлерова 

OE-покрытия графа G имеет место неравен-

ство   

| ( ) |
| ( ) | 2 .

2

odd
odd

V G
k N V G k     

Причем как верхняя, так и нижняя оценки до-

стижимы. 

Доказательство. Из теоремы Листинга–

Люка следует, что нижняя оценка не может 

быть меньше k. Эта граница достигается для 

графов без мостов, имеющих хотя бы одну вер-

шину нечетной степени, инцидентную внешней 

грани (см. алгоритм OE-Cover). Так, в [9] пред-

ложен алгоритм построения упорядоченной по-

следовательности цепей, удовлетворяющей 

условию упорядоченного охватывания и покры-

вающей граф без мостов не более чем 1k   це-

пями. Маршруты, которые реализуют построен-

ное покрытие, содержат дополнительные ребра 

между концом текущей цепи и началом после-

дующей. 

Достижимость верхней оценки иллюстриру-

ет пример, приведенный на рис. 1. 

Действительно, любая из вершин нечетной 

степени * * *

1 2 2, , , kv v v  может быть только нача-

лом покрывающей OE-цепи, так как маршрут, 

заканчивающийся в любой из этих вершин, не 

может быть OE-маршрутом. 
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Рис. 1. Пример графа, в котором  

все вершины нечетной степени должны быть 

началом покрывающей OE-цепи 

Таким образом, для указанного примера 

мощность эйлерова OE-покрытия (т.е. 

наименьшего по мощности) не меньше вели-

чины 2k . 

Для доказательства, что 2k является точной 

верхней оценкой мощности эйлерова OE-

покрытия, опишем процесс построения OE-

покрытия, в котором каждая из вершин нечет-

ной степени является началом цепи. 

Алгоритм параллельный. Организуем 2k 

процессов, которые стартуют в вершинах 
* * *

1 2 2, , , kv v v . Начнем построение OE-цепей с 

помощью процедуры ParallelFormChain() из 

вершин * * *

1 2 2, , , kv v v .  Для синхронизации про-

цессов используется глобальная переменная 

cur_rank. Процедура ждет продолжение постро-

ения цепи, если ранг текущего ребра оказывает-

ся ниже cur_rank. 

Процедура ParallelFormChain 

Внешняя переменная: _cur rank  – син-

хронизатор по рангам ребер; 

Входные данные: w – первая вершина цепи;  

Выходные данные: v – последняя вершина 

текущей цепи 

v w ; ( )e Q v ; 

Do 

   1 ( )argmax r (ank )e Q ve e ; 

   
1 22 ( ): ( ) ( )a rrgm n )aax (ke Q v f e f ee e  ; 

\\ Найти ребро максимального ранга,  

\\ по возможности не являющееся мостом 

  If 
1 2rank ran( ) )k(e e

        
2e e ; 

   Else 

        1e e ; 

   EndIf 

Wait ( rank( ) _e cur rank ); 

If ( ( )e E G ) 

( ) ( ) { }E G E G e ‚ ; \\ Удалить ребро e 

    \\ и объединить грани, разделенные 

ребром e 

 If 
1( )v v e  

   REPLACE(e); 

      \\ Перестановка индексов функций 

ребра e  

        \\ с k на 3–k, 1,2k  . 

   EndIf 

   { }w wTrail Trail e  ; 

   
1( )v v e ; 

EndIf 

While ( ( ) ( ( ) )oddv V Q v    ); 

Return v; 

EndProcedure 

На каждом этапе будем добавлять по одно-

му ребру в каждую из этих цепей. 

Каждый из запущенных процессов вернет 

либо вершину нечетной степени, либо вершину, 

инцидентную внешней грани. После окончания 

данных процессов необходимо упорядочить по-

лученные цепи по убыванию ранга стартовой 

вершины * * *

1 2 2, , , kv v v . Сказанное выше можно 

обобщить в алгоритме Parallel OE-Cover. 

Алгоритм Parallel OE-Cover  

Входные данные: ( , )G V E  – плоский 

связный граф; 
oddV V  – множество вершин 

нечетной степени графа G; 

Выходные данные: Trail  – OE-покрытие 

как упорядоченный массив ребер. 

Initiate(); 

Order ();  

SortOdd (); \\Сортировка вершин нечетной 

\\ степени по убыванию их ранга 

For each ( oddw V )  DoParallel 

     \\Синхронизация процессов 

     _ max rank( ( ))
oddv V

cur rank Q v


 ; 

     \\Построение OE-цепи 

      ParallelFormChain ( ,w v ); 

EndFor 

1 2 2( ) ( ) ( )kTrail Trail v Trail v Trail v    ; 

End 

Таким образом, будет построено не более, 

чем 2k  цепей.  

Теорема доказана. 

Рассмотрим граф, приведенный на рис. 2. 
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Рис. 2. Пример графа для демонстрации 

работы алгоритма Parallel OE-Cover.  

Для каждого ребра указан его ранг 

Выполнение алгоритма Parallel OE-Cover 

можно представить в виде следующей таблицы. 

Таблица  

Трассировка работы алгоритма  

Parallel OE-Cover по шагам 

_cur rank 1P 2P 3P 4P 5P

4 
11v – – – – 

4 
11v – – – – 

3 
6v 12v 13v 14v 15v

3 
6v 12v 13v 14v 15v

2 
1v 7v 8v 9v 10v

2 – 7v 8v 9v 10v

2 – 5v 4v 3v 2v

2 – 1v 5v 2v 5v

2 – 2v – – – 

1 – 5v 4v 3v – 

1 – – 3v – – 

Всего будет запущено шесть процессов по 

числу вершин нечетной степени. Первым 

начнется построение цепи из вершины 
11v  мак-

симального ранга. Остальные процессы будут 

дожидаться, когда ранг текущего ребра совпа-

дет со значением _cur rank . Так, на третьей 

итерации алгоритма стартует еще четыре про-

цесса из вершин 
12v , 

13v , 
14v  и 

15v . Шестой про-

цесс, который должен стартовать из вершины 1v , 

не будет начат, так как эта вершина будет до-

стигнута первым процессом, и она станет кон-

цевой для цепи, построенной этим процессом. 

Так, в результате работы процессов будет по-

строено пять OE-цепей, которые, будучи упоря-

доченными в соответствии с убыванием ранга 

начальной вершины, дадут эйлерово OE-

покрытие графа, представленного на рис. 2. 

Следовательно, построенное покрытие пред-

ставляет собой последовательность цепей: 

1 11 11 6 6 1C v v v v v ; 
2 12 12 7 7 5 1 2 5C v v v v v v v v ; 

3 14 14 9 9 3 2 3C v v v v v v v ; 
4 15 15 10 10 2 5C v v v v v v ; 

5 13 13 8 8 4 5 4 3C v v v v v v v v . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, показано, что мощность эй-

лерова OE-покрытия для произвольного плоско-

го связного графа удовлетворяет неравенству 

| ( ) |
| ( ) | 2 .

2

odd
odd

V G
k N V G k     

На мощность покрытия существенное влия-

ние оказывает наличие мостов в графе. При их 

отсутствии достигается нижняя граница, в слу-

чае существования вершин нечетной степени, 

инцидентных внешней грани; либо, если таких 

вершин нет, мощность покрытия на единицу 

выше нижней границы. 
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