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Аннотация. В статье описывается численный эксперимент с результатами расчета соб-
ственных частот поперечных колебаний стержня переменного сечения с упругим за-
креплением на одном из концов. Анализируется возможность уточнения экстраполя-
ционным методом расчетных значений собственных частот, полученных методом ал-
гебраических полиномов пятой степени. Показано, что экстраполяция позволила повы-
сить точность расчетов численным методом на 2-3 порядка. 

Ключевые слова: стержни переменного сечения; частоты собственных колебаний; ха-
рактеристики стержня; экстраполяционные методы.

ВВЕДЕНИЕ 

Интенсивное применение во всех областях современной науки численных методов для ма-

тематического моделирования различных процессов и сложных конструкций, а также исполь-

зование большого количества инженерных пакетов делает вопрос повышения точности ре-

зультатов численных расчетов весьма актуальным. 

Более точные результаты можно получить экстраполяционными методами, которые поз-

воляют, используя более грубые результаты (например, с меньшим количеством узлов сетки), 

предсказать искомые значения, соответствующие «бесконечной» сетке. 

При расчете частот свободных поперечных колебаний стержней переменного сечения при-

меняется дифференциальное уравнение 4 порядка вида [1]: 

0
2

2

2

2

2























t

w

x

w
EI

x
 

(1) 

где w(x,t) – функция поперечных перемещений точек оси стержня, зависящая о координаты x 

и времени t, μ – масса единицы длины стержня, Е – модуль упругости, постоянный вдоль 

стержня, I=I(x) – осевой момент инерции, изменяющийся по длине стержня. 

В работах [2-9] приводится численный метод алгебраических полиномов пятой степени 

(МАП5), на основе которого были определены первые пять частот свободных колебаний 

стержня переменного сечения с упругим закреплением на конце. 

В данной статье, следуя [10-12], ставится задача повышения точности вычислений соб-

ственных частот, полученных МАП5, используя экстраполяцию [13] результатов численных 

расчетов. 
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ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МЕТОДА АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ 5-ОЙ СТЕПЕНИ ДЛЯ 

РАСЧЕТА ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ 

Уравнение (1) эквивалентно следующему: 
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 (2) 

 

Решение дифференциального уравнения (2) будем искать в виде w(x,t) = W(x) sin ωt где 

W(x) – форма колебаний, ω – круговая частота собственных колебаний стержня. 

После ряда преобразований получим дифференциальное уравнение следующего вида: 
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Краевые условия для (3) зададим выражениями: 
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где k – коэффициент податливости упругой опоры, характеризующий упругое закрепление ле-

вого конца стержня. 

Для определения частот собственных колебаний ωi, i=1, 2, … необходимо решить однород-

ное дифференциальное уравнение (3) с краевыми условиями (4). 

Уравнение (3) содержит производные до четвертого порядка включительно, поэтому при 

его решении целесообразно применять полиномы 5-ой степени, методика построения которых 

изложена в работах [2-9]. 

При построении алгебраического полинома степени 5 на отрезке [0, l], формируется сетка 

0=x1<x2<…<xN=l из N узлов. 

На этой сетке строятся функции P(i)
5(x), являющиеся полиномами пятой степени: 
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На полиномы )()(

5 xiP  и их производные до 4-го порядка наложим условия непрерывной 

стыковки в сеточных узлах 1,2,  Nixi
: 
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На основе многочленов 1,1),()(

5  NixiP  строится функция )(5 xP : 
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Введем следующее обозначение для производных многочлена )(5 xP : 
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(8)  

Заменяя в (3) искомую функцию )(xWW   аппроксимирующей функцией )(5 xP , получим 

систему из N алгебраических уравнений: 
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из которой при заданных краевых условиях находятся расчетные значения P

т , ,...2,1m  
частот собственных колебаний стержня [7]. 

Краевые условия (4), согласно (8), примут вид: 
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Объединяя уравнения (6), (9) и (10) в единую систему, получаем общую систему уравне-

ний в количестве )1(64)2(5  NNNM , равном количеству неизвестных коэффици-

ентов в полиномах (5). 

Сформируем из неизвестных коэффициентов 1-1,,5,0, Nia i   одномерный вектор 

Q  размерностью 1)1(6 N  и представим объединенную систему из уравнений (6), (8) и (10) 

в матричном виде: 

0DQ , (11) 

где D  ‒ квадратная матрица размерностью )1(6)1(6  NN , ряд компонентов которой со-

держит неизвестную величину частоты собственных колебаний .  

Однородная система линейных уравнений (11) имеет ненулевое решение при равенстве 

нулю определителя матрицы D : 

0det D . (12) 

Решением уравнения (12) являются расчетные значения частот собственных колебаний 

стержня. 

Далее можно удовлетвориться полученными приближенными расчетными значениями ча-

стот собственных колебаний, а можно каким-либо способом их уточнить. 

В качестве уточняющего метода можно использовать методы экстраполяции данных. Тео-

рия экстраполяции изложена в [13]. 

При экстраполяции в общем случае задача сводится к следующему. Имеется несколько 

членов последовательности .,,,,
321 kMММM zzzz  , полученных в результате численного расчета 

некоторой задачи при числе отрезков kMMM ,,, 21  , где k  – число численных экспериментов, 

М – число отрезков. Необходимо по этим данным найти предел последовательности z , при-

нимаемой за точное значение искомой величины. 

В данной работе для получения более точных значений частот собственных колебаний 

применим экстраполяцию расчетных частот, где математическая модель погрешности запи-

сывается в виде [13]: 
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где M  – число отрезков сетки узлов, при котором получено значение ;
M

z
 

Lссс ,,, 21   – коэффициенты, которые предполагаются независящими от ;M  L  – порядок точ-

ности метода, )(M  – величина, полагаемая малой по сравнению с величинами 
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В выражении (13) отбрасываем малую величину )(M , и для определения неизвестных 

параметров ,z  
Lcсс ,,, 21   необходимы результаты не менее L+1 численных расчетов для 

различных чисел отрезков М сетки узлов. 

В (13) ограничимся результатами k +1 расчетов и получим систему (14): 
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решая которую, находим z и коэффициенты .,,, 21 kcсс   

ЭТАЛОННАЯ ЗАДАЧА О КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ, 

ИМЕЮЩАЯ ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ 

В качестве примера рассмотрим задачу экстраполяции расчетных значений частот соб-

ственных колебаний стержня переменного сечения, упруго закрепленного на левом конце (при 

0x ) и свободного на правом конце (при lx  ) [7]. 

Для нахождения точного аналитического решения дифференциального уравнения (2) при 

переменном поперечном сечении погонную массу стержня )(x  и осевой момент инер-

ции )(xII   выберем в форме экспоненциальной функции: 
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где l   длина балки, 00 , I  и    постоянные величины. 

Краевые условия зададим в виде выражений (4). 

Подставив (15) в дифференциальное уравнение (2) и введя обозначения  ,1,0~,~  xxlx  
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Точное решение уравнения (16) имеет вид [7]: 
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где ,1С
 ,2С  3C , 4C  – постоянные интегрирования, определяемые из краевых условий, а соб-

ственные числа 1  и 2  определяются формулами: 4
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Подставим (17) в (4) и получим систему из 4 нелинейных уравнений:
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Решениями данной системы являются точные значения Т

т
~ , 5,1m  приведенных частот 

собственных колебаний стержня. 

ЭТАЛОННАЯ ЗАДАЧА О КОЛЕБАНИЯХ СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ, 

ИМЕЮЩАЯ ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ 

Методом алгебраических полиномов были найдены расчетные значения первых пяти при-

веденных собственных частот Р

т
~  при ,1 1  и 1 NJ  для N 11, 21, 51,101, 251, 501, 

1001 при значениях коэффициента податливости k = 0,001; 0,01; 0,1; 0; 1; 10; 100.  

Точность численных расчетов МАП5 оценивалось десятичным логарифмом модуля  

относительной ошибки [14]:  
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Зависимости десятичных логарифмов относительной ошибки m
~lg  от десятичного ло-

гарифма числа отрезков сетки узлов Mlg  для стержня переменного сечения представлены в 

форме графиков на рис. 1, 2 для двух вариантов закрепления. Для остальных вариантов за-

крепления получены графики, практически идентичные графикам из рис. 1, 2. 

 
 

 
Рис.1. Вариант закрепления 

001,0,1  k  
Рис.2. Вариант закрепления  

1,0,1  k  
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Из рис. 1, 2 видно, что предложенный МАП5 обеспечивает второй порядок точности по 

методике, изложенной в [14]. 

В итоге для стержня переменного сечения с упругим закреплением можно утверждать, что 

минимальная погрешность метода достигается при M=1000 для первой и второй собственных 

частот на уровне 6

1 101~  , а для последующих трех частот ,101~ 4 m .5,4,3m  

УТОЧНЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ МЕТОДОМ ЭКСТРАПОЛЯЦИИ 

Далее решалась задача повышения точности расчетов методом экстраполяции с применением фор-

мулы (14). Для расчетов были выбраны значения частот собственных колебаний стержня при густоте 

сетки, равной 1000,500,250 321  MMM  узлов. При этом для каждой формы колебаний m вы-

бирались три расчетных значения частоты собственных колебаний 
)()()(
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В итоге решалась система из 3 уравнений: 
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из которой определялось точное значение 
Т

т
~ , равное z. 

На рис. 3 – 8 для стержня переменного сечения с упругим закреплением показаны  

погрешности расчетов частот собственных колебаний МАП5 и погрешности результатов уточнения с 
помощью экстраполяции (затемненные точки). 

 

  
Рис. 3. Вариант закрепления 

10,1  k  
Рис. 4. Вариант закрепления 

001,0,1  k  
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Рис. 5. Вариант закрепления 

1,1  k  
Рис.6. Вариант закрепления 

10,1  k  

 
 

Рис. 7. Вариант закрепления 

001,0,1  k  
Рис. 8. Вариант закрепления 

1,1  k  

Видно, что экстраполяция позволила повысить точность расчетов на два – три порядка, 

снизив погрешность расчета значений частот собственных колебаний для первых двух форм 

колебаний до величин 8101~  , для следующих трех форм – до величин 6101~  . 

Таким образом, реализованный метод экстраполяции показал себя весьма эффективным 

средством повышения точности МАП5 при определении частот собственных колебаний 

стержня переменного сечения с упругим закреплением. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложен метод алгебраических полиномов, дополненный методом экстраполяции для 

определения частот собственных колебаний стержня переменного сечения с упругим закреп-

лением. Показано, что предложенный метод имеет минимальную погрешность при числе от-

резков сетки M =1000 для первых двух частот 8101~  , а для последующих трех частот 
6101~  . 

Такая низкая погрешность свидетельствует о высокой точности метода алгебраических по-

линомов с последующей экстраполяцией при решении задач нахождения собственных частот 

колебаний стержня переменного сечения.
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