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Аннотация. Представлены результаты численного исследования тепловой конвекции аномально тер-
мовязкой жидкости в квадратной полости. Рассмотрена зависимость в виде гауссовой кривой (колоко-
лообразной функции). Математическая модель основана на уравнениях динамики сплошной среды и 
записана в приближение Обербека–Буссинеска. Вычислительный код реализован по методу контроль-
ного объема и алгоритма SIMPLE с применением многопроцессорных технологий. Изучено влияние 
параметров аномалии вязкости на режимы конвективных течений, вычислены интегральные коэффи-
циенты теплоотдачи в плоской ячейке, подогреваемой снизу, с вертикальными теплоизолированными 
границами. Выявлены зоны параметров задачи, при которых аномалия вязкости не влияет на картину 
течений с сохранением интегральных коэффициентов теплоотдачи. 
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Во многих процессах, происходящих на 

Земле, в том числе обусловленных деятельно-

стью человека, встречается естественная (сво-

бодная) конвекция, способная оказать значи-

тельное влияние на их развитие. К таким про-

цессам относятся океанические и атмосферные 

течения или процессы, протекающие при добы-

че высоковязкой нефти тепловыми методами, 

или в аппаратах химической промышленности. 

В связи с истощением запасов традицион-

ных месторождений углеводородного сырья до-

ля трудноизвлекаемых запасов (аномально вяз-

кой, высокосернистой нефти и др.) в последние 

годы постоянно увеличивается, поэтому моде-

лирование технологических режимов добычи, 

транспортировки, хранения и переработки сред 

с аномалией вязкости по температуре и сложной 

реологией самой жидкости представляется ак-

туальной задачей.  

Особенности течений аномально термовяз-

ких жидкостей (далее аномально термовязкой 

будем называть жидкость с немонотонной зави-

симостью вязкости от температуры) впервые 

Работа поддержана грантом РФФИ № 14-08-97060-

р_поволжье_а и Программой фундаментальных ис-

следований ОЭММПУ РАН № 13 «Вихри и волны в 

сложных средах». 

изучены в плоском [1] и в цилиндрическом ка-

налах [2, 3]. В данных работах представлены 

результаты моделирования течения жидкости с 

немонотонной температурной зависимостью 

вязкости и влияние перераспределения поля 

температур на картину течения и расходные ха-

рактеристики.  

В работе [4] рассматривалась задача о тер-

мо-гравитационной конвекции жидкости в 

плоской ячейке с немонотонной зависимостью 

вязкости от температуры и влияние квадратич-

ной зависимости вязкости от температуры с па-

раметром отношения вязкостей на глобальную 

картину течения и теплообмен на изотермиче-

ских стенках. Обнаружено существование пери-

одических и квазипериодических течений. 

В настоящей работе численно исследуется 

тепловая конвекция аномально термовязкой 

жидкости в квадратной полости с вертикальны-

ми адиабатическими и горизонтальными изо-

термическими стенками. В качестве модельной 

рассмотрена жидкость с немонотонной зависи-

мостью вязкости от температуры, описываемая 

гауссовой кривой, определяющая общий харак-

тер изменения вязкости жидкой серы и высоко-

вязкой нефти с учетом двух параметров анома-

лии: область заполнения и отношение вязко-

стей [1]. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В качестве моделируемой системы рассмат-

ривается двумерное конвективное течение не-

сжимаемой ньютоновской жидкости с немоно-

тонной зависимостью вязкости от температуры 

(аномальная жидкость) в замкнутой полости 

    2R,0,0  LL  (рис. 1). Будем считать, 

что две вертикальные стенки адиабатические, на 

одной из горизонтальных стенок поддерживает-

ся постоянная температура TH (hot – горячая 

стенка), а на другой TC (cold – холодная стенка), 

при этом TH > TC. На всех стенках области для 

продольной и поперечной составляющих скоро-

сти жидкости задаются условия прилипания. 

Система дифференциальных уравнений теп-

ловой конвекции, записанная в безразмерном 

виде в приближении Обербека–Буссинеска [5], 

состоит из уравнения неразрывности, уравнений 

импульсов и уравнения теплопереноса: 
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где vi – i-ая составляющая вектора скорости 

жидкости; xi – пространственная координата; t – 

время; p – отклонение от гидростатического 

давления; θ – безразмерная температура, опре-

деляемая как: 
CH TT

TT




 0 ,  CH TTT 

2

1
0 ; 

µ – динамическая вязкость жидкости; 



 0Pr  и 

 

0

3

Ra





LTTg CH – безразмерные числа 

Прандтля и Рэлея соответственно [5, 6]; 

000   – кинематическая вязкость жидко-

сти при температуре T0; 0, 0 – значения дина-

мической вязкости и плотности жидкости при 

температуре T0; g – ускорение свободного паде-

ния;  – коэффициент теплового расширения; 

L – линейный размер области; A и B – парамет-

ры аномалии вязкости жидкости. Параметр 

A = max / min – 1 показывает отношение макси-

мального и минимального значений вязкости в 

заданном диапазоне изменения температу-

ры [TC:TH], а параметр B характеризует степень 

наполненности заданного температурного ин-

тервала. 

Переход от размерных к безразмерным ве-

личинам в системе дифференциальных уравне-

ний (1–4) осуществляется при помощи следую-

щих характерных параметров: линейный размер 

области L; скорость   2
1

* TLgv  ; время

t* = L / v0; давление 
2

00* vp  . 

Следует отметить, что физические перемен-

ные и теплофизические константы жидкости 

отсчитываются от заданной температуры T0. 

Также полагается, что теплофизические пере-

менные, за исключением вязкости, не зависят от 

температуры.  

Рассматриваемая система (1–4) в начальный 

момент времени находится в невозмущенном 

состоянии, то есть жидкость в полости непо-

движна 0
0


tiv , определяется при средней 

температуре T0: 000


t
. На границах рас-

четной области задаются следующие парамет-

ры: скорость на стенках равна нулю, то есть 

0
стенкаiv , на адиабатических границах зада-

ются условия Неймана 0
1,0






xx
, а на изотер-

мических поддерживается постоянная темпера-

тура 
2

1
0


 Hy

 и 
2

1
0


 Cy

. 

Полученная модель решается численно с 

использованием метода контрольного объема и 

алгоритма SIMPLE [7], модифицированного до 

второго порядка аппроксимации нестационар-

ных членов [8]: 

Рис. 1. Схема расчетной области 
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где индекс n + 1 обозначает новые значения фи-

зической переменной  = (u, v, ), n – в текущий 

и n – 1 – в предыдущий момент времени. 

Система дифференциальных уравнений 

(1–3), записанная в дискретном виде, сводится 

к системе линейных алгебраических уравне-

ний, которая в матричном представлении име-

ет пятидиагональный вид, поэтому для эффек-

тивного ее решения применяется свободная 

высокопроизводительная библиотека решате-

лей Hypre (High performance preconditio- 

ners) [9]. При реализации вычислительного 

кода использовался метод AMG (algebraic 

multigrid method) [10]. 

Разработанный вычислительный код был 

протестирован на таких задачах, как термогра-

витационная конвекция в квадратной полости 

несжимаемой жидкости с постоянной вязко-

стью, подогреваемой сбоку [11] и снизу [12]. 

В табл. 1–3 приведены результаты тестовых 

вычислительных экспериментов при фиксиро-

ванном числе Прандтля Pr = 0,71 и для чисел 

Рэлея Ra = 104; 105; 106. В этих таблицах пока-

заны характеристики течений, полученные на 

разных пространственных сетках и при шаге по 

времени Δt = 10-4, в последнем столбце приво-

дятся для сравнения результаты работы [12], 

полученные также с помощью метода кон-

трольного объема на сетке 256×256 узлов. 

Результаты тестовых расчетов показали, что 

разработанный вычислительный продукт позво-

ляет получить достоверные решения для по-

ставленной задачи. 

Таблица 1  

Результаты вычислений для Ra = 104 

Характе-

ристика 

Результаты вычислений Работа [12] 

50×50 100×100 200×200 256×256 

NuH 2,1577 2,1580 2,1580 2,1581 

NuC 2,1577 2,1580 2,1580 2,1580 

umax 0,25110 0,25200 0,2520 0,25228 

vmax 0,26235 0,26338 0,26360 0,26369 

Таблица 2 

Результаты вычислений для Ra = 105 

Характе-

ристика 

Результаты вычислений Работа [12] 

50×50 100×100 200×200 256×256 

NuH 3,9027 3,9078 3,9098 3,9103 

NuC 3,9027 3,9078 3,9098 3,9103 

umax 0,33225 0,34086 0,34343 0,34434 

vmax 0,36514 0,37287 0,37497 0,37569 

Таблица 3 

Результаты вычислений для Ra = 106 

Характе 

ристика 

Результаты вычислений Работа [12] 

50×50 100×100 200×200 256×256 

NuH 6,5208 6,3951 6,3373 6,3092 

NuC 6,5208 6,3951 6,3375 6,3092 

umax 0,32152 0,35016 0,36425 0,37088 

vmax 0,37172 0,39274 0,401978 0,40600 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

В рамках представленного исследования ав-

торы поставили перед собой вопрос, как влияют 

параметры колоколообразной зависимости вяз-

кости от температуры (4) на режимы течения 

жидкости в квадратной полости. Для получения 

ответа был исследован диапазон изменения па-

раметров задачи (1–4): безразмерные числа 

Прандтля полагались равными Pr = 0,1; 1 ;10, 

числа Рэлея – Ra = 103; 104; 105; 106, параметр 

аномалии A изменялся в диапазоне 1 ≤ A ≤ 103 

второй параметр аномалии B – в диапазоне 
42 1010  B . Расчеты проводились на супер-

компьютере Уфимского государственного авиа-

ционного технического университета [13] на 

сетке размером 100×100 узлов и шагом инте-

грирования по времени Δt = 10-4.  

В результате вычислительных эксперимен-

тов установлены критические значения пара-

метров аномалии (B  100), при которых отчет-

ливо наблюдается влияние так называемого 

«вязкого барьера» (зоны максимальной вязко-

сти) на картину течений в исследуемой области. 

Так, при B = 1000 с ростом величины A проис-

ходит формирование третичных вихрей, распо-

ложенных примерно на высоте y ≈ 0,2 и 

y ≈ 0,8 (рис. 2). При этом наблюдается увеличе-

ние этих вихрей и уменьшение вторичных вих-

рей (расположенных в левом верхнем и правом 

нижнем углах), об этом свидетельствует подня-

тие фронтальной поверхности температуры, 

иначе говоря, линии средней температуры 

при 0 = 0. 

На рис. 3 показана зависимость высоты под-

нятия линии фронта на левой адиабатической 

стенке полости от величины A, где сплошная 

линия соответствует аппроксимации значений 

высоты, полученных в результате численного 

эксперимента. 

Для изучения теплопереноса вычислим 

средний коэффициент теплообмена по всей за-

данной области Ω: число Нуссельта Nu , кото-

рое представляет собой отношение полного по-

тока тепла к потоку тепла за счет теплопровод-

ности жидкости, и определяемое как 
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Следует отметить, что при изменении парамет-

ра A от 1 до 300 образовавшиеся дополнительные 

третичные вихри не приводят к увеличению или 

уменьшению интенсивности теплоотдачи (макси-

мальное изменение – 2,5%) в сравнении с постоян-

ной вязкостью (число Нуссельта Nu  = 5,82). 

На рис. 4 представлено распределение про-

дольной скорости в центральном вертикальном 

сечении x = 0,5 и центральном горизонтальном 

сечении y = 0,5. Видно, что с ростом параметра 

A от 1 до 10 для поперечной и продольной ком-

понент скорости наблюдается увеличение мак-

симального значения скорости, однако при 

дальнейшем увеличении числа A отмечается 

отклонение горизонтальной компоненты скоро-

сти. Для вертикальной компоненты характерно 

распределение с резким скачком значения ско-

рости вблизи адиабатических стенок с линей-

ным перепадом в центре ячейке. 

С дальнейшим увеличением параметра анома-

лии A система теряет устойчивость, и стационар-

ный режим сменяется периодическим, о чем свиде-

тельствует изменение среднего числа Нуссельта 

Nu  в момент времени от 900 до 1000 (рис. 5). Сле-

дует отметить, что несмотря на то, что разница до-

стигает трехкратного значения, среднее значение 

числа Нуссельта, осредненное на заданном интер-

вале, составляет 5,02, что на 13,7% процентов 

меньше в сравнении с постоянной вязкостью.  

Рис. 2. Распределения температуры (верхняя часть) и линии тока (нижняя часть) в квадратной ячейке:  

а – постоянная вязкость; б – A = 10; B = 103; Pr = 0,1; Ra = 106; в – A = 300; B = 103; Pr = 0,1; Ra = 106 

Рис. 3. Высота фронтальной 

поверхности температуры 
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Для данного режима характерно динамиче-

ское изменение третичных вихрей, что приво-

дит к перестройке поля температуры в цен-

тральной области и к формированию обширной 

зоны вязкого барьера, как это представлено 

на рис. 6. В первоначальный момент време-

ни (рис. 6, а) наблюдается разрыв зоны «вязкого 

барьера» на две подобласти. С течением време-

ни происходит слияние «вязкого барьера» в од-

ну область (рис. 6, б). Далее эта зона вращается 

в глобальном течении (рис. 6, в), после чего 

происходит образование разрывной зоны «вяз-

кого барьера» и процесс повторяется периоди-

чески.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе проведено численное ис-

следование естественной конвекции аномально 

термовязкой жидкости в плоской ячейке с вер-

тикальными адиабатическими и горизонталь-

ными изотермическими стенками с колоколооб-

разной зависимостью вязкости от температуры. 

Результаты получены с помощью метода кон-

трольного объема и алгоритма SIMPLE.  

Изучено влияние параметров аномалии вяз-

кости на режимы конвективных течений и инте-

гральные коэффициенты теплоотдачи в плоской 

ячейке, подогреваемой снизу, с вертикальными 

теплоизолированными границами. 

Выявлены зоны параметров задачи, при ко-

торых гауссовская или колоколообразная зави-

симость вязкости от температуры не влияет на 

картину течений с сохранением интегральных 

коэффициентов теплоотдачи в отличие от жид-

кости с постоянной вязкостью.  

Также в ряде случаев учет зависимости 

вязкости от температуры приводит к суще-

ственному изменению характера процессов 

тепломассообмена: обнаружены значения па-

раметров аномалии A, при которых происхо-

дит перестройка течения и формирование 

вторичных и третичных вихрей, которые, в 

свою очередь, приводят к перераспределению 

поля температуры и смене стационарного 

режима на периодический с соответствую-

щими колебаниями тепловых потоков и вих-

ревых структур. 

Полученные результаты окажутся полезны-

ми при проектировании аппаратов в нефтехи-

Рис. 4. Эпюры продольной составляющей вектора скорости (а) и поперечной (б) 

Рис. 5. Изменение среднего числа 

Нуссельта Nu  со временем 
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мической промышленности и разработке новых 

технологий для добычи, транспортировки, хра-

нении и переработки аномально вязкой нефти 

со сложной реологией. 

Результаты работы обсуждались на Россий-

ской научно-технической конференции «Мавлю- 

товские чтения», посвященной 90-летию со дня 

рождения член-корреспондента РАН, доктора 

технических наук, профессора Р. Р. Мавлютова 

и были рекомендованы к публикации в Вестни-

ке УГАТУ. 
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