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Аннотация. Изучению процессов зарождения дефектов кристаллической решетки по-
священо огромное количество работ в связи с тем, что этот процесс является первопри-
чиной изменения комплекса свойств материала. Покидание атомом состояния равно-
весия всегда происходит через преодоление потенциальных барьеров путем перехода 
из динамического дефекта в топологический. Примеры динамических дефектов – 
флуктуации и дискретные бризеры. Экспериментальные и молекулярно-динамические 
исследования подтвердили, что дискретные бризеры (ДБ) могут возбуждаться в раз-
личных кристаллических решетках и при взаимодействии с точечными дефектами они 
могут снижать потенциальный барьер их миграции. В данной работе моделируется не-
линейный одномерный кристалл с частицами, взаимодействие которых описывается 
линейным межчастичным и нелинейным локальным потенциалом. В кристалл с жест-
ким или мягким типом нелинейности вводились ДБ в количестве от 1 до 7 и с амплиту-
дой колебаний от 0,5 до 3 условных единиц. Было установлено, что количество ДБ в 
ансамбле не влияет на изменение теплоемкости, но при этом выявлена зависимость 
теплоемкости от задаваемой амплитуды колебаний ДБ. В случае мягкого (жесткого) 
типа нелинейности значение теплоемкости увеличивается (уменьшается) с ростом ам-
плитуды колебаний. 

Ключевые слова: дискретные бризеры, локальный потенциал, молекулярная дина-
мика, теплоемкость.

ВВЕДЕНИЕ 

Свойства материалов всегда были важны, так как именно они определяют такие характе-

ристики, как прочность, пластичность и многие другие. Правильный выбор свойств материала 

имеет важное значение для проектирования изделий и производственных процессов. В свою 

очередь, на свойства материалов значительно влияют дефекты кристаллической решетки, 

например, они могут ухудшать электропроводность или нарушать симметрию кристалла. По-

этому важно понимать механизмы зарождения дефектов и их миграции из положения равно-

весия путем преодоления потенциального барьера миграции атомов. Одним из механизмов 

реализации этого процесса является появление дискретных бризеров – ангармонических коле-

баний, локализующих энергию.
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Дискретными бризерами (ДБ) называются локализованные в пространстве и периодиче-

ские во времени колебательные моды в бездефектных нелинейных решетках [1]. В ряде работ 

была показана возможность существования ДБ в кристаллах [2-4], что привело к всплеску 

научного интереса к изучению ДБ и их свойств в кристаллах различного типа. В настоящее 

время концепция ДБ все чаще привлекается для объяснения различных физических эффектов 

в твердых телах. 

В случае рассеяния ДБ на таких дефектах, как вакансии и дислокации, происходят локали-

зованные атомные возбуждения, интенсивность и время релаксации которых зависят от де-

фектной структуры и кинетической энергии бризера, что, в свою очередь, может привести к 

передаче энергии ДБ дефектам, вызывая такие явления, как массоперенос и электропластич-

ность [5, 6]. 

ДБ не излучают свою энергию в виде малоамплитудных колебаний (фононов), поскольку 

их частоты лежат вне спектра фононных колебаний кристалла [7]. Поэтому при исследовании 

ДБ следует обратить внимание на следующие нюансы – структуру фононного спектра изуча-

емого кристалла (наличие/отсутствие щели в фононном спектре) и каким образом частота ДБ 

может выйти из фононного спектра кристалла. В простых структурах, таких как чистые ме-

таллы, щель в фононном спектре отсутствует, что допускает наличие ДБ только с частотами 

выше фононного спектра кристалла [8]. С другой стороны, кристаллы со сложной структурой 

могут иметь щель в фононном спектре, в этом случае возможно появление щелевых ДБ, то 

есть, ДБ с частотами колебаний в щели фононного спектра. Стоит отметить, что частоты ДБ 

выходят из фононного спектра из-за наличия ангармонизмов межатомных сил, приводящих к 

зависимости частоты колебаний атомов от амплитуды. ДБ может демонстрировать два типа 

нелинейности – жесткий и мягкий, при которых частота моды соответственно увеличивается 

или уменьшается с ростом амплитуды [9]. Это схематически показано на рис. 1. 

Очевидно, что ДБ с мягким типом нелинейности возможны только в кристаллах со щелью 

в фононном спектре. В этом случае частота ДБ отщепляется от верхнего края щели и, умень-

шаясь с ростом амплитуды, входит в щель фононного спектра. Частоты щелевых ДБ с жестким 

типом нелинейности отходят от нижней границы щели фононного спектра и растут с увели-

чением амплитуды ДБ [10].  

В кристаллах со сплошным спектром возможно наличие ДБ только с жестким типом нели-

нейности, когда частота ДБ растет с амплитудой, отделяясь от верхнего края фононного спек-

тра [11]. 

В случае, когда частота типа мягкой нелинейности уменьшается с ростом амплитуды, тип 

жесткой нелинейности характеризуется ростом частоты с увеличением амплитуды ДБ [12, 13]. 

Обычно ДБ с мягким типом нелинейности существуют в двухатомных кристаллах с заметной 

разницей в атомных массах и имеют частоту внутри запрещенной зоны фононов. Этот тип 

бризера обычно локализуется на одном легком атоме и его очень легко возбудить, просто 

введя начальную скорость или начальное смещение для атома [14]. По этой причине такие 

типы ДБ широко исследовались во многих биатомных системах и хорошо изучены в литера-

туре [15-17]. 

 

 
Рис. 1. Диаграмма соответствия типа нелинейности (жесткий или мягкий)
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в зависимости от коэффициента β. 

Ожидается, что ДБ с жестким типом нелинейности и частотой выше спектра будут суще-

ствовать в одноатомных кристаллах с бесщелевой полосой. До недавнего времени считалось, 

что в реальных кристаллах межатомные взаимодействия имеют тенденцию проявлять мягкий 

тип нелинейности, и ДБ может существовать только в пределах промежутка в фононном спек-

тре кристалла. Однако возможность существования ДБ с жестким типом нелинейности и ча-

стотами выше фононного спектра была продемонстрирована с помощью моделирования мо-

лекулярной динамики для Ni и Nb [18-19]. Позднее возможность существования ДБ с часто-

тами выше фононного спектра кристалла была подтверждена для случая двумерного (2D) од-

ноатомного кристалла с межатомным потенциалом Морзе [20]. 

Очень важно понять, как ДБ влияют на макроскопические свойства кристаллов. В экспе-

риментальных исследованиях установлена связь аномалий теплового расширения [21] и теп-

лоемкости [22] α-урана при высоких температурах с возбуждением ДБ. ДБ могут быть ответ-

ственны за турбулентную динамику [23]. 

Цель данной работы – изучение влияние ансамблей ДБ с одинаковой и разной амплитудой 

колебаний на теплоемкость одномерного нелинейного кристалла с мягким и жестким типом 

нелинейности. 

ДЕТАЛИ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Данное исследование проводилось при помощи метода молекулярной динамики (МД), ко-

торый используют как эффективный инструмент анализа различных аспектов трансформации 

структуры кристаллических решеток в результате внешних воздействий, в том числе при изу-

чении дефектов краудионного типа [24, 25], устойчивости к нагреву нанокристаллов, армиро-

ванных углеродными нанотрубками [26], анализе деформационно-индуцированных фазовых 

переходов [27], и многих других. Данный метод позволяет определять эволюцию ансамбля 

атомов при помощи интегрирования уравнений их движения. Траектории атомов и молекул в 

этом методе определяются путем численного решения уравнений движения Ньютона для си-

стемы взаимодействующих частиц, где силы между частицами и их потенциальные энергии 

рассчитываются с использованием межатомных потенциалов или силовых полей молекуляр-

ной механики. 

Рассмотрим одномерную цепочку из 1000 частиц с массой m, гамильтониан которой опре-

деляется как 

𝐻 = 𝐾 + 𝑃 = ∑
𝑚�̇�𝑛

2

2𝑛 + ∑ [
𝑠

2
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)2 + 𝑈(𝑢𝑛)]𝑛 , (1) 

где K – кинетическая энергия, P – потенциальная энергия, 𝑢𝑛 – это смещение n-й частицы из 

ее положения в равновесном состоянии и �̇�𝑛 – скорость смещения n-й частицы (точка над бук-

вой означает производную по времени). Частицы связаны со своими ближайшими соседями 

упругими линейными связями с жесткостью s.  В качестве нелинейного локального потенци-

ала мы принимаем 

𝑈 (𝜉) =  𝑘𝜉2  +  𝛼𝜉4  +  𝛽𝜉6 (2) 

где k – коэффициент перед гармоническим членом, а коэффициенты α и β определяют вклады 

от членов четвертого и шестого порядка соответственно. Без потери общности мы полагаем m 

= 1, s = 1, а для локального потенциала возьмем k = 1/2, α = ± 1/24, и β = 1/720. 

Отметим, что при α > 0 у нас имеется локальный потенциал с ангармонизмом жесткого 

типа, а при α < 0 локальный потенциал обладает ангармонизмом мягкого типа при не очень 

больших амплитудах колебаний. С другой стороны, для очень больших амплитуд колебаний, 

когда член шестого порядка доминирует, даже при α < 0 система демонстрирует ангармонизм 

жесткого типа, но этот случай здесь не рассматривается. 

Уравнение движения, которое вытекает из гамильтониана: 

𝑚�̈�𝑛 = 𝑠(𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛+1) − 2𝑘𝑢𝑛 − 4𝛼𝑢𝑛
3 − 6𝛽𝑢𝑛

5 (3) 
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Эти уравнения интегрируются численно с использованием метода Штормера шестого по-

рядка с шагом по времени τ = 10−3. В случае колебаний малой амплитуды нелинейными чле-

нами можно пренебречь, а решениями линеаризационного уравнения являются нормальные 

моды 

𝑢𝑛~𝑒𝑥𝑝[𝑖(𝑞𝑛 − 𝜔𝑞𝑡)] (4) 

с волновым числом q и частотой 𝜔𝑞 . Эти моды подчиняются следующему дисперсионному 

соотношению: 

𝜔𝑞
2 =

2

𝑚
[𝑘 + 𝑠(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑞)] (5) 

Рассматриваемая цепочка поддерживает бегущие волны (фононы) с малой амплитудой с 

частотами в пределах от min = 1 для q = 0 до max = √5≈2,236 для q = π. 

В случае ангармонизма жесткого типа (α = 1/24) в цепочке из N = 1000 частиц в момент 

времени t = 0 возбуждается мода с волновым числом на границе зоны Бриллюэна (q = π) и 

амплитудой A 

𝑢𝑛 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑛 − 𝜔𝑚𝑎𝑥𝑡) (6) 

Для цепочки с ангармонизмом мягкого типа (α = −1/24) возбуждается мода с волновым 

числом в Γ-точке зоны Бриллюэна (q = 0) и амплитудой A 

𝑢𝑛 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑖𝑛𝑡) (7) 

Если амплитуда возбуждаемых мод не слишком мала, они являются модуляционно не-

устойчивыми. Первоначально энергия равномерно распределяется между всеми частицами. 

Развитие неустойчивости приводит к локализации энергии, которую можно отслеживать, вы-

числяя параметр локализации 

𝐿 =
∑ 𝑒𝑛

2

(∑ 𝑒𝑛)
2 (8) 

где 𝑒𝑛 =
𝑚�̇�𝑛

2

2
+

𝑠

4
(𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1)2 + 𝑈(𝑢𝑛) – это энергия n-й частицы. 

В качестве меры температуры будет использоваться усредненная кинетическая энергия на 

атом: 

𝐾 =
1

𝑁
∑

𝑚�̇�𝑛
2

2
𝑛

 (9) 

Фактически температура одномерной решетки равна 𝑇 = 2𝐾/𝑘𝐵, где 𝑘𝐵 = 8.617 ×
10−5 𝑒𝑉𝐾−1 – постоянная Больцмана. Теплоемкость всей цепи определяется следующим об-

разом: 

𝐶 = lim
∆𝑇→∞

∆𝐻

∆𝑇
 (10) 

где ∆H – доля энергии, передаваемой системе, и ∆T – соответствующее увеличение темпера-

туры. Удельная теплоемкость определяется как теплоемкость на единицу массы в расчете на 

частицу. Поскольку в этом исследовании используются периодические граничные условия и 

тепловое расширение цепи не допускается, мы оцениваем удельную теплоемкость при посто-

янном объеме. Проблема с использованием этого определения теплоемкости заключается в 

том, что наше моделирование выполняется при постоянной полной энергии H. Поэтому в 

наших расчетах удельная теплоемкость цепи при постоянном объеме характеризуется отно-

шением: 

𝑐𝑉 =
�̅�

𝐾
 (11) 

где �̅� и 𝐾 – полная энергия и кинетическая энергия цепи на атом соответственно. В линейных 

системах прирост полной энергии равномерно распределяется между кинетической и потен-

циальной энергиями, так что �̅� = 2𝐾 и 𝑐𝑉 = 2. В то время как в нелинейных системах кинети-

ческая и потенциальная энергии могут быть разными, и  𝑐𝑉  может отклоняться от этого зна-

чения.
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ДБ возбуждался при помощи задания следующих начальных условий: 

𝑢𝑛(0) =
𝐴

cosh(𝜃𝑛)
,    �̇�𝑛(0) = 0 . (12) 

Для моделирования ДБ выбирались параметры начальных условий, представленные в 

табл. 1. По выбранной амплитуде A находился параметр локализации ДБ Ɵ, при котором 

наблюдалось минимальное излучение энергии дискретным бризером. Для такого ДБ затем 

определялась частота его колебания ω. 

 
Таблица 1  

Значения расходов топлива и воздуха на различных режимах работы двигателя АЛ-31Ф 

Мягкий тип нелинейности Жесткий тип нелинейности 

А θ ω А θ ω 

0,5 0,125 0,992 0,5 0,126 2,240 

0,75 0,186 0,983 0,75 0,190 2,244 

1 0,246 0,969 1 0,257 2,250 

1,25 0,305 0,952 1,25 0,326 2,259 

1,5 0,361 0,932 1,5 0,398 2,270 

1,75 0,414 0,908 1,75 0,475 2,283 

2 0,464 0,882 2 0,560 2,299 

2,25 0,511 0,854 2,25 0,658 2,318 

2,5 0,551 0,824 2,5 0,783 2,339 

2,75 0,585 0,793 2,75 0,933 2,369 

3 0,613 0,764 3 1,097 2,403 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ 

На рис. 2 представлен пример моделирования цепочки атомов с ансамблями ДБ одинако-

вой амплитуды, расположенными на одинаковом расстоянии друг от друга. Здесь и далее E – 

это условная единица энергии, а n – номер атома в нелинейной цепочке. 

 

 
а) б) 

Рис. 2. Пример модели цепочки атомов, содержащей ансамбль из 3 ДБ с амплитудой, равной 1: 

а) мягкий ангармонизм, б) жесткий ангармонизм. 

Красные точки показывают перемещения частиц, а синие – их энергии. 

На рис. 3 представлены графики зависимости теплоемкости от амплитуды для ансамбля 

ДБ с мягким и жестким типом нелинейности. Были посчитаны теплоемкости для систем, со-

держащих от 1 до 7 ДБ. Можно заметить, что в случае системы, содержащей ДБ с мягким 

ангармонизмом, теплоемкость увеличивается. Это происходит из-за того, что при увеличении 
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амплитуды частота колебаний наоборот уменьшается, вследствие чего уменьшается и ско-

рость частиц. Это приводит к уменьшению кинетической энергии, находящейся в знамена-

теле, вследствие чего теплоемкость увеличивается. Противоположная ситуация наблюдается 

в случае ДБ с жестким типом нелинейности – с увеличением амплитуды растет и частота ко-

лебаний, что приводит к увеличению кинетической энергии, и, как результат, уменьшается 

теплоемкость. 

 
Рис. 3. Зависимость теплоемкости от амплитуды для ансамбля дискретных бризеров: 

а) мягкий ангармонизм, б) жесткий ангармонизм. 

 

Также из графиков видно, что изменение количества ДБ с одинаковой частотой никак не 

влияет на изменение теплоемкости. Поэтому в табл. 2 представлены общие значения теплоем-

кости для систем. 

 
Таблица 2  

Значения теплоемкости, полной энергии и кинетической энергии системы с возбужденными ДБ 

в цепочках с мягким и жестким типом нелинейности 

A 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5 2,75 3 0,5 

Cv м 2,01 2,0 2,0 2,1 2,1 2,1 2,1 2,2 2,3 2,3 2,4 2,01 

𝐻м 1,9 2,9 3,9 4,9 5,8 6,7 7,5 8,3 9,2 10,0 10,9 1,9 

𝐾м 0,9 1,5 1,9 2,3 2,8 3,1 3,5 3,7 4,1 4,3 4,6 0,9 

Сv ж 2,0 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 2,0 

𝐻ж 9,9 14,9 19,6 24,2 28,7 32,9 36,7 39,8 41,6 42,5 43,5 9,9 

𝐾ж 4,9 7,5 9,8 12,2 14,5 16,7 18,7 20,4 21,5 22,2 23,0 4,9 

 

Далее мы решили выяснить, как влияет на теплоемкость системы ансамбль ДБ с разной 

амплитудой. Пример такой системы представлен на рис. 4. 

 



 
 56 

 
Рис. 4. Цепочка атомов, содержащая ансамбль из трех ДБ с амплитудами 0,75, 1,5 и 2,25: 

а) мягкий ангармонизм, б) жесткий ангармонизм. 

 

В этих случаях были получены значения теплоемкости, не совпадающие с полученными 

ранее, а именно, для системы с мягким ангармонизмом теплоемкость равна 2.13, а с жестким 

– 1.97. 

Путем расчетов была выведена формула, позволяющая рассчитать теплоемкость такой си-

стемы без моделирования, используя уже рассчитанные значения, представленные в табл. 2: 

𝐶𝑣 =
∑ �̅�𝑖𝑖

∑ 𝐾𝑖𝑖

 (13) 

где �̅�𝑖 и 𝐾𝑖 – полная энергия и кинетическая энергия дискретных бризеров. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

По результатам проделанной работы можно сделать следующие выводы: 

Как и предполагалось, ДБ в цепочке влияют на ее макроскопические свойства, в частности, 

в данном исследовании анализировалась теплоемкость. В случае ДБ с жестким ангармониз-

мом ДБ уменьшают теплоемкость. В обратном же случае существование ДБ с мягким типом 

нелинейности увеличивает теплоемкость. Это объясняется тем, что при локализации ДБ с 

жестким типом нелинейности увеличивается частота колебаний (уменьшается в случае ДБ с 

мягким ангармонизмом) при увеличении амплитуды колебаний, что приводит к увеличению 

кинетической энергии за счет уменьшения потенциальной энергии.  

Было выяснено, что количество ДБ с одинаковой амплитудой никак не влияет на теплоем-

кость системы. Если ДБ в системе имеют разные значения амплитуд, теплоемкость равна от-

ношению сумме полных энергий к сумме кинетических энергий. 

Полученный результат является важным в ключе того, что линейная цепочка с наложен-

ным ангармоничеким потенциалом представляет собой эффективную модель реального кри-

сталла, поведение динамических дефектов в котором и влияние на свойства на качественном 

уровне аналогично реальному кристаллу. Влияние же таких дефектов на реальные свойства 

кристаллов может стать способом косвенной оценки их концентрации, что, в свою очередь, 

может увеличить предиктивную силу моделей преодоления потенциальных барьеров и свя-

занной с этим эволюции дефектной структуры.
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В дальнейших работах планируется выяснить концентрацию ДБ и их типы в тепловом рав-

новесии, а также их время жизни. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и высшего об-

разования РФ в рамках государственного задания на оказание государственных услуг ФГБОУ 

ВО «УУНиТ» (соглашение № 075-03-2023-119/1) «Молодежная научно-исследовательская ла-

боратория НОЦ «Металлы и сплавы при экстремальных воздействиях». Для Бебихова Ю.В. 

работа была поддержана грантом Российского научного фонда № 22-22-00810. 
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