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Аннотация.  Исследованы  собственные  поперечные  колебания  участка  постоянной  длины  прямоли‐
нейного  тонкого  стержня,  движущегося  вдоль  нейтральной  линии  недеформированного  состояния. 
Перемещение  происходит  между  двумя  фиксированными  соосными  направляющими  (зажимами), 
расстояние  между  которыми  равно  длине  колеблющейся  части  стержня.  Предполагается,  что  вдоль 
нейтральной линии действует постоянная продольная сила. Получено, что с увеличением скоростного 
параметра происходит уменьшение собственных частот изгибных колебаний стержня. Показано, что с 
увеличением  силового  параметра  происходит  увеличение  собственных  частот  изгибных  колебаний 
стержня. По двум частотам изгибных колебаний можно определить скоростной и силовой параметры 
движущегося стержня. Результаты работы могут находить технические применения в задачах динами‐
ки и прочности приборов; машин и механизмов в текстильной промышленности при производстве ни‐
тей  и  канатов;  в  металлургии,  в  частности  при  прокатке металлических  стержней  и  полос,  протяжке 
проволоки, производстве изделий из пластмасс и рулонов бумаги, и могут быть применены для опре‐
деления скоростного и силового параметров движущегося стержня, полосы, проволоки, нити, полосы 
бумаги по двум собственным частотам изгибных колебаний.  

Ключевые  слова:  движение  стержня,  продольная  сила,  изгибные  колебания,  собственные  частоты, 
прямая и обратная задачи. 

 ВВЕДЕНИЕ 

В [1] исследованы собственные поперечные 
колебания участка постоянной длины прямоли-
нейного тонкого стержня, движущегося вдоль 
нейтральной линии недеформированного со-
стояния, где перемещение происходит между 
двумя фиксированными соосными направляю-
щими, расстояние между которыми равно длине 
колеблющейся части стержня. Вдоль нейтраль-
ной линии стержня действует постоянная про-
дольная сила. Для произвольных величин ско-
рости перемещения стержня и продольных сил 
посредством численно-аналитической процеду-
ры с заданной точностью определены и проана-
лизированы собственные частоты возможных 
мод колебаний. Установлены глобальные свой-
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ства спектра в зависимости от скорости, про-
дольной силы и номера моды [1]. Для высших 
мод обнаружены области неоднозначной зави-
симости частот и отсутствия более низких час-
тот колебаний при увеличении скорости движе-
ния стержня, а также от величины и направле-
ния продольной силы. Установлено, что картина 
парциальных колебаний с позиции неподвижно-
го наблюдателя кардинально отличается от об-
щеизвестной для неподвижного стержня [1]. 
Полученные результаты интересны примени-
тельно к колебаниям различных элементов дви-
жущихся упругих сред, в том числе для систем с 
подвижными границами. Они могут находить 
технические применения в задачах динамики и 
прочности приборов, машин и механизмов в 
текстильной промышленности при производст-
ве нитей и канатов, в металлургии, в частности 
при прокатке металлических стержней и полос, 
протяжке проволоки, производстве изделий из 
пластмасс и рулонов бумаги. Разработанная ме-
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тодика вычисления собственных частот и форм 
применима для анализа поперечных колебаний 
участков транспортных трубопроводов с быстро 
протекающей жидкостью [1]. Также эти резуль-
таты могут быть полезными при изучении во-
просов устойчивости движения указанных выше 
механических систем. 

Здесь решена обратная задача определения 
скорости и усилия натяжения стержня по двум 
собственным частотам изгибных колебаний. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Исследуются собственные частоты изгиб-
ных колебаний стержня, движущегося между 
двумя опорами, представляющим скользящую 
заделку, и находящейся под действием растяги-
вающей силы. Требуется определить скорость и 
усилие натяжения стержня по собственным час-
тотам изгибных колебаний. Решение прямой 
задачи дается в [1]. Уравнение изгибных коле-
баний стержня по модели Кирхгоффа имеет вид 
[1–3] 
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где E, , J, F – модуль упругости, плотность, 
осевой момент инерции и площадь поперечного 
сечения стержня, T – усилие растяжения в 
стержне, V – скорость стержня, w* – прогиб 
стержня, x – координата, направленная по оси 
стержня, t – время. Перейдя к безразмерным ве-
личинам 
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сделаем подстановку w=W(ξ)exp(iΩτ) и получим 
уравнение, определяющее форму изгибных ко-
лебаний стержня 
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где ω – круговая частота, L – длина стержня ме-
жду опорами.  

Граничные условия для защемленного по 
краям стержня 
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Общее решение уравнения (2) будем опре-
делять в виде W(ξ)=exp(k,ξ), тогда получим ха-
рактеристическое уравнение для нахождения 

неизвестных значений комплексного волнового 
параметра k = kj (, R, Ω), j = 1, 2, 3, 4: 
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Если какое-либо решение кубического 
уравнения z1 найдено, то решения уравнения (4) 
находятся как решения двух квадратных урав-
нений 
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и общее решение уравнения (2) имеет вид 

   
4

1

exp ,j j
j

W C k


            (5) 

где k j  =   k j(ω, α, R) – волновые числа. 
Подставляя (5) в граничные условия (3), по-

лучим однородную систему линейных уравне-
ний относительно неизвестных постоянных Cj. Для 
того чтобы постоянные Cj не были равны нулю 
одновременно, необходимо, чтобы определи-
тель основной матрицы был равен нулю. Это 
условие дает частотное уравнение [1] 
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Таким образом, в приведенной простейшей 
модели движущегося стержня фигурируют па-
раметры R и , которые зависят от усилия рас-
тяжения в стержне T и скорости стержня V. 
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Подробнее остановимся на влиянии этих факто-
ров на собственные частоты изгибных колеба-
ний. Зависимости первой и второй собственной 
частот изгибных колебаний стержня от пара-
метра  для различных значений параметра R  и 
анализ полученных результатов приводятся в 
[1]. В отличие от работы [1] здесь дается поста-
новка и решение обратной задачи определения 
скорости и усилия натяжения стержня по двум 
собственным частотам изгибных колебаний.  

При α = 0 и R = 0 собственные функции W(ξ) 
действительны и совпадают с собственными 
функциями стержня с жестко защемленными 
концами [1]. 

Если R = 0, то характеристическое уравне-
ние (4) допускает факторизацию и его корни kj 
находятся в явном виде как функции частоты Ω. 
Для вещественных собственных частот Ωn(α) 
получается довольно простое вековое уравне-
ние, которое решается одним из численных ме-
тодов [4, 5]. 

Если R ≠ 0, то корни характеристического 
уравнения находятся с помощью формул Фер-
рари. Последние, по мнению авторов [1], почти 
не применялись в задачах математической фи-
зики и механики (редким исключением являют-
ся работы [1, 2]). 

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА 

Расчеты проведены для следующих пара-
метров стержня круглого поперечного сечения: 
E = 2.01011 Н/м2,  = 7800 кг/м3, F = 3.1415 см2, 
T = 3.141 кН, V = 25.318 м/с, L = 2 м ( = 2, R = 
= 8). Решение прямой задачи для стержня с 
вышеприведенными параметрами дает, что пер-
вая и вторая собственные частоты стержня f1 = 
= 18.3113 Гц,  f2 = 57.7980 Гц (Ω1 = 18.1769, Ω2 = 
= 57.3740). На рис. 1 даются зависимости пер-
вой (фрагмент а), второй (фрагмент б) собст-
венных частот изгибных колебаний стержня от 
скоростного параметра  для различных значе-
ний силового параметра R. На рис. 2 даются за-
висимости первой (фрагмент а), второй (фраг-
мент б) собственных частот изгибных колеба-
ний стержня от силового параметра R для раз-
личных значений скоростного параметра . Из 
рис. 1 видно, что с увеличением скоростного 
параметра  происходит уменьшение собствен-
ных частот изгибных колебаний стержня. Из 
рис. 2 видно, что с увеличением силового пара-
метра  происходит увеличение собственных 
частот изгибных колебаний стержня.  

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 

Для определения скоростного и силового 
параметров запишем систему двух уравнений 
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Решение этой системы уравнений определя-

ется методом последовательных приближений в 
области однозначной зависимости скорост-
ного и силового параметров от частоты ко-
лебаний движущегося стержня.  

В точке М0(0, R0) D1(0, R0, Ω1)=u1, D2(0, 
R0, Ω2)=u2, поэтому можем записать 
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Рис. 1. Зависимости первой (фрагмент а), второй 
(фрагмент б) собственных частот изгибных колеба-
ний стержня от скоростного параметра  для различ-

ных значений силового параметра R. 
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По этим формулам определяются d и dR, 
далее 0 = 0+d, R0 = R0+dR. Процесс последо-
вательных приближений продолжается до тех 
пор, пока не выполнится условие точности. 

Рис. 2. Зависимости первой (фрагмент а), второй 
(фрагмент б) собственных частот изгибных колеба-
ний стержня от силового параметра R для различных 

значений скоростного параметра . 

Решение обратной задачи для стержня с вы-
шеприведенными параметрами при f1 = = 18.133 
Гц,  f2 = 57.798 Гц (Ω1 = 18.0, Ω2 =  = 57.3740) да-
ет, что T =  3.134 кН, V = 26.598 м/с, L = 2 м ( = 
2.101, R =  7.981). На рис. 3 приводятся зависи-
мости от первой частоты изгибных колебаний Ω1 
скоростного параметра  (фрагмент а) и силово-
го параметра R (фрагмент б) для различных час-
тот изгибных колебаний Ω2: 57.374 – кривая 1; 58 
– 2; 59 – 3. По двум частотам изгибных колеба-
ний можно определить скоростной параметр  и 
силовой параметр R.  

Рис. 3. Зависимости от первой частоты изгибных 
колебаний Ω1 скоростного параметра  (фрагмент а) 
и силового параметра R (фрагмент б) для различных 
частот изгибных колебаний Ω2: 57.374 – кривая 1;  

58 – 2; 59 – 3. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Получено, что с увеличением скоростно-
го параметра происходит уменьшение собст-
венных частот изгибных колебаний стержня. 
Показано, что с увеличением силового пара-
метра происходит увеличение собственных 
частот изгибных колебаний стержня. По 
двум частотам изгибных колебаний можно 
определить скоростной и силовой параметры 
движущегося стержня в области однознач-
ной зависимости скоростного и силового па-
раметров от частоты колебаний движущего-
ся стержня. Результаты работы могут нахо-
дить технические применения в задачах ди-
намики и прочности приборов, машин и 
механизмов в текстильной промышленности 
при производстве нитей и канатов, в метал-
лургии, в частности, при прокатке металли-
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ческих стержней и полос, протяжке прово-
локи, производстве изделий из пластмасс и 
рулонов бумаги и могут быть применены для 
определения скоростного и силового пара-
метров движущегося стержня, полосы, про-
волоки, нити, полосы бумаги по двум собст-
венным частотам изгибных колебаний. Также 
эти результаты могут быть полезными при изу-
чении вопросов устойчивости движения указан-
ных выше механических систем. 
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Abstract: The paper  investigates natural transverse vibrations 
in a thin rectilinear rod portion of uniform  length moving 
along  the  neutral  line  of  the  undeformed  state.  The 
movement occurs between two rigidly fixed coaxial guides 
(clamps), with the distance between them being equal to 
the  length  of  the  vibrating  rod  portion.  The  longitudinal 
force is assumed to constantly act along the neutral line. It 
has been  found  that as  the velocity parameter  increases, 
natural frequencies of flexural vibrations in the rod tend to 
decrease. It has been also shown that as the force param‐
eter increases, natural frequencies of flexural vibrations in 
the rod show an increase. Using two frequencies of flexur‐
al vibrations, we can determine the velocity and force pa‐
rameters of  the moving  rod. The  results of  the work  can 
find  technological applications  in  the dynamics and  relia‐
bility problems of equipment, machines and mechanisms 
in  the  textile  industry,  thread  and  cable manufacturing, 
metallurgy  (especially  for  rolled  metal  bars  and  strips), 
wire drawing, plastic products and paper rolls manufactur‐
ing and  can be used  to determine  the velocity and  force 
parameters of a moving  rod, metal and paper  strip, wire 
and thread, using two frequencies of flexural vibrations.  
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