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Аннотация. Для линейных задач конвективного теплообмена с переменными теплофизическими свой‐
ствами движущейся среды, скоростью потока, параметрами граничных условий, мощностью объемно‐
го тепловыделения и переменными в направлении течения формой и площадью поперечного сечения 
канала  здесь  получен  функционал  свертки.  С  его  использованием  построены  формулы  для  прибли‐
женного аналитического определения температурных полей. В качестве примера описано нахождение 
температурных полей в плоском и кольцевом каналах. 

Ключевые  слова:  конвекция;  теплоотдача;  канал;  математическая  модель;  выпрямление  границы; 
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ВВЕДЕНИЕ 

Получение решений краевых задач конвек-
тивного теплообмена в каналах с изменяющи-
мися в направлении течения 0х формой и пло-
щадью поперечного сечения (в нецилиндриче-
ских областях) встречает значительные трудно-
сти, и оно принципиально отличается от хорошо 
изученного определения температурных полей  
в каналах с постоянными формой и площадью 
поперечного сечения (в цилиндрических облас-
тях) [1–8]. Вследствие зависимости характери-
стического размера области переноса теплоты 
от ее расстояния в направлении потока к этому 
типу задач могли бы быть применены лишь 
специальные методы исследования, показанные 
для процесса нестационарной теплопроводности 
в твердых телах с подвижной внешней границей 
в работах, например, [9–13]. Работа основывает-
ся на полученном авторами в [12, 13] вариаци-
онном описании краевой задачи нестационар-
ной теплопроводности в твердых телах с задан-
ным законом движения во времени внешней 
границы с привлечением метода ее выпрямле-
ния и показаны его практические приложения. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА 

В КАНАЛАХ С ПЕРЕМЕННОЙ
ПЛОЩАДЬЮ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

При наличии в канале переменного попе-
речного сечения  х  с ограничивающей по-

верхностью  хS  (на рис. 1, а область    х

=  х  хS  показана для двухмерного случая) 
в приводимом ниже функционале типа свертки 
становится невозможным выполнение интегри-
рования по области  х , т.к. находящиеся        

в подынтегральном выражении функции  хMT ,  

и  хХMT ,  при всех значениях х  имеют раз-
ные области определения по пространственным 
переменным y, z. Этот факт иллюстрирован 
графически и на фазовой плоскости xy   
(рис. 2) для задачи теплообмена в плоском ка-
нале с изменяющимися в направлении течения 
0х границами  xS1  и  xS2 : например, в сече-

нии, отстоящем от входного на расстоянии 1x , 

областью определения для  xyT ,  по простран-

ственной переменной является интервал  ba, ,  

а для  xXyT ,  – интервал  dc, . Поэтому при 
вариационном решении задачи конвективного 
теплообмена для каналов с переменной формой 
и площадью поперечных сечений при использо-
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вании функционала типа свертки приходится, 
как это ниже показано, специальной заменой 
переменной перейти к задаче теплообмена в ка-
нале постоянного поперечного сечения, т.е. 
осуществить «выпрямление» границ каналов 
(рис. 1, б). 

Исходная математическая модель исследуе-
мого процесса представляет собой краевую за-
дачу для определения стационарных темпера-
турных полей в прямолинейном канале с изме-
няющейся площадью поперечного сечения 
в направлении Ох (с изменяющейся в направле-
нии течения поперечной координатой  хbу  )
при зависящих от у и х искомой температуры 
 хуT , , объемной теплоемкости  хуC , , тепло-

проводности  ху,λ  и мощности источника объ-

емного тепловыделения  хуq ,v , включающую
в себя уравнение энергии (уравнение Фурье–
Кирхгофа) 
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и с граничными условиями третьего рода на ог-
раничивающих поверхностях   хbу   плоского 
(m=1, а=0) и цилиндрического (m=2) каналов    
(рис. 3), когда известны температуры омываю-
щих сред  хTf 1 ,  хTf 2  и коэффициенты тепло-

отдачи  х1α ,  х2α : 
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Плоский канал (т=1) становится симмет-
ричным, если ось 0х лежит в плоскости симмет-
рии, а температурное поле в нем является сим-
метричным при  01  )(x   в (3).  При m=2  ко-
ординате у соответствует радиус в кольцевом 
канале, который при 0a  становится трубой  
с круговым поперечным сечением, изменяю-
щимся в направлении 0х, с заданием на ее оси 
условия симметрии температурного поля, полу-
чающегося также из (3) для 01  )(x . 
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Рис. 1. Ограничивающая поверхность канала с переменным сечением (а)  
и после ее «выпрямления» (б) 
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Рис. 2. Изменения ограничивающих поверхностей плоского щелевого канала  
в фазовой плоскости  x–у 
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Рис. 3. Продольные сечения плоского (а) и кольцевого (б) каналов  
с изменяющейся в направлении Ох площадью поперечного сечения  

Подстановка, выпрямляющая переменную 
по длине канала границу 

  ,)()( aхzbaaхbzу  1      (5) 

приводит к модифицированному уравнению 
Фурье–Кирхгофа 
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в котором обозначены: 
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Все функции, входящие в (6), зависят от ко-
ординат точек  xaxzbMxzM ,)(),(

~  1 .
Кроме того, в формулах (1)–(6) имеем проек-

ции вектора скорости 1w  и 2w  на оси Ох и Оу 
соответственно, а также модифицированные 
объемную теплоемкость ),(),( xyCyxyC m 1

1
 , 

коэффициент теплопроводности  

),(),( xyyxy m  1
1

и мощность источника объемного тепловыделе-
ния  
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 . 

Умножая обе части уравнения (6) на норми-
рующий множитель 
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приводим его правую часть к дивергентной 
форме относительно искомой температуры   

T
~

(z, х):
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В формуле (7) обозначены:  
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При этом условия (2)–(4) для Т(у,х) относи-

тельно T
~

(z,х) принимают вид
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где  
),(/),()()()( xaxfxbxx  07111 ,  

)),((/),()()()( xxbxfxbxx  17122 . 

Тогда для функции ),( хzu , связанной с ),(
~

хzT
соотношением  

),(),(),(
~

xzuxzuхzT s ,      (8) 

в котором  

    121 2
1 zzxTхzu fs )(),(
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2 23 zzxTf  )( , 

имеем следующую краевую задачу с однород-
ными граничными условиями: 
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2. ПОСТРОЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО
ОПИСАНИЯ ПРОЦЕССА 

При поиске n-го приближения  xzun ,          

к решению задачи (9)–(12) по методу приведе-
ния к обыкновенным дифференциальным урав-
нениям в виде 

     xzxxzu i

n

i
i ,,  

1

      (13) 

известные функции координат  ,, xzi  удовле-

творяющие граничным условиям (11), (12), бы-
ли выбраны следующим образом: 

      1 i
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В формуле (13) координатные функции ),( xzi
на интервале  10;z  непрерывны и диффе-

ренцируемы [14]. В формуле (14) при 01  )(x  
имеем 
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а при а=0 и условии (3) вместо (3) получаем  
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Функции )(xi находятся из условия 

обращения в нуль первой вариации 
функционала типа свертки, установленного 
в [12, 13] для цилиндрической области 
и принимающего для краевой задачи (9)–(12) 
вид  
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где    1000 ;),,()()(  zzuazbTzu senen . 

Здесь, как известно, свертка функций 
),( xzF  и ),( xzG  определяется как 

 
X
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и нетрудно показать, что она симметрична: 

),(),(),(),( xzFxzGxzGxzF  . 

В функционале (15) под  xzfi ,  и  xi  по-

нимаются симметризованные относительно 
уровня 2X  функции ),( xzfi  и )(xi  путем 

изменения их значений при  Xx ;0  таким
образом, что  
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График функций  xzfi ,  и  xi  показан на 
рис. 4. 

Можно показать, что обращение в нуль 
первой вариации J  функционала  J  вида (15)  

0J  

означает выполнение системы равенств, состав-
ляющих приводимую ниже краевую задачу 
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Рис. 4. График функций ),( xzfi  и )(xi ,  

симметризованных в точке х = Х/2 
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При этом выполнение (16) требуется в каж-
дом из открытых прямоугольников на множест-
ве    20101 /;; XP  и    XXP ;/; 2102 
(рис. 5). 

Равенства (16)–(19) соответствуют матема-
тической модели (9)–(12) при 2/Xx  , так как 

6f = 6f , 7f = 7f , 8f = 8f  при 20 Xx 

и 6f = 6f  , ( 6f )= 6f   и поэтому  

)( 6f   6f 066  ff  при  20 Xx ; .
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Рис. 5. Геометрическая область выполнения  
условия (16)  

В итоге задача (16)–(19) при 20 /Xx 
принимает вид 
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Заметим, что условие (17') эквивалентно усло-
вию (10), если имеет место неравенство  

0001  ),(),( yCyw ,  )(0bya  . 
Рассмотрим теперь в качестве примера на-

хождение первого приближения к решению за-
дачи (16')–(19') вида 

 ),()(),( xzxxzu 111           (13') 

из условия обращения первой вариации J
функционала J  в нуль 
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При этом в (23) на интервале  20 Xx ;
выполняются равенства 

,,, 887766 ffffff 

  xxx fff ,, 666 2  ,   ),(),( xzxz 11  .       (24) 

Решение задачи Коши для уравнения (21) 
с начальным условием (22) имеет вид 

 ),()(ψ xzхu(z,x) 11  .            (25) 

Заметим, что в силу (24) при  20 Xx ;
в формулах для )(xA11 , )(xa11  и )(xA1  следует 
опустить знак симметризации входящих в них 
функций. В соответствии с формулой (8) первое 
приближение 1T  к решению исходной задачи      
(9)–(12) для рассмотренных условий можно 
представить в виде 

 )),(/)((),( xxbayuxyT 111

    )),(/)(( xxbayus 1 .       (26) 

3. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ

В качестве примера приложения развитого 
здесь метода рассмотрим определение симмет-
ричного температурного поля в потоке жидко-
сти (газа) в плоском канале (рис. 3, а) при ши-
рине 2 0b  входного сечения (при х = 0), средне-

расходной скорости потока в нем 0w  и проек-

циях вектора скорости w


 на направление 
течения 0х и по нормали к нему 0у, равных 
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Нетрудно показать, что именно такое рас-
пределение скорости при постоянной плотности 
движущейся среды   удовлетворяет уравнению 
неразрывности потока  

0w


div

и уравнению движения идеальной (без трения) 
среды  

  pww gradgrad 


. 

В последнем случае проекция градиента стати-
ческого давления на направление 0х определя-
ется по формуле  

)(/ xbbwpx
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Отметим также, что таким образом подоб-
ранные значения продольной составляющей 
скорости 1w  соответствуют ее равномерному 
профилю в каждом поперечном сечении канала. 

Кроме того, пусть имеет место равномерное 
распределение во входном сечении канала тем-
пературы enT  движущейся в нем среды с посто-
янной объемной теплоемкостью С при отсутст-
вии источников объемного тепловыделения        
( 0vq ) и произвольной зависимости от коор-
динаты х коэффициента теплопроводности 

)(x , постоянстве температуры fT  со сто-

роны среды, омывающей стенки канала снару-
жи, и при переменном коэффициенте теплоот-
дачи )(x . Тогда в указанных предпосылках 
решение задачи (8)–(12) в форме (25) для перво-
го приближения для рассматриваемого примера 
при симметричном развитии температурного 
поля в плоском канале с учетом коэффициентов 
в распределении (14) получаем 
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ВЫВОДЫ 

В работе получено и применено вариацион-
ное описание с функционалом типа свертки 
к определению температурных полей в потоке 
для каналов с изменяющимися по направлению 
течения размерами и формой продольного и по-
перечного сечений при переменных теплофизи-
ческих свойствах среды и параметрах гранич-
ных условий.  
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