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Современный период развития техники, 
в особенности высоконадежных технических 
систем (летательные аппараты, газотурбинные 
двигатели, энергетические установки и др.), ха-
рактеризуется высокими требованиями к ее на-
дежности, сжатыми сроками создания и внедре-
ния в эксплуатацию. В комплексе разнообраз-
ных задач, которые приходится решать при соз-
дании, производстве и эксплуатации 
технических систем, велика роль эксперимен-
тальных исследований как систем в целом, так 
и их отдельных систем модулей, узлов, агрега-
тов и элементов [1, 2]. 

Несмотря на постоянное развитие теории 
и методов различных видов расчета изделий 
и их узлов (газодинамического, прочностного), 
а также применение все более сложных матема-
тических моделей, использование возможностей 
современных ЭВМ и программных продуктов, 
объем испытаний, требующихся при создании 
высоконадежных изделий, не только не умень-
шается, но в некоторых случаях возрастает. Это, 
в первую очередь, связано с повышением требо-
ваний к удельным и весовым параметрам изде-
лия, диапазону эксплуатационных условий, на-
дежности и ресурсу. Даже самые совершенные 
математические модели не позволяют в полном 
объеме  учитывать взаимодействие элементов, 
влияние вторичных факторов, неравномерность 
и нестационарность потоков, тепловое состоя-
ние элементов конструкции и т. д. В расчетные 
формулы входит множество эмпирических ко-
эффициентов и поправок, требующих экспери-
ментальной проверки, поскольку реально полу-
чаемые параметры всегда отличаются от рас-
четных [1, 3]. 

Экспериментальные исследования таких 
систем, как авиационные ГТД, часто проводятся 
на стендах и установках, представляющих собой 
сложные сооружения, оснащенные комплексом 
энергетического оборудования, топливопита-
ния, газовоздушными коммуникациями, систе-
мами управления, контроля и измерений. Особо 
сложными и дорогими являются испытания сис-
тем с имитацией реальных эксплуатационных 
нагружений [1–3]. 

Поэтому актуальным является решение за-
дачи по уменьшению затрат на эксплуатацию 
дорогостоящего испытательного оборудования, 
в частности, за счет внедрения в практику ис-
следования методов математического планиро-
вания эксперимента [1–3]. 

Планирование является важнейшим этапом 
проведения экспериментального исследования. 
В результате планирования необходимо полу-
чить ответ на вопрос: что, когда и как делать? 
Планирование заключается в составлении про-
граммы действий в пространстве и во времени, 
характерно для всех целенаправленных дейст-
вий и связано по существу с предварительным 
принятием решений. При этом теоретической 
основой выбора условий проведения самого 
экспериментального исследования является 
теория планирования эксперимента [1–7]. 

Одним из основных положений теории пла-
нированного эксперимента является концепция 
многофакторного эксперимента, а одной из цен-
тральных задач экспериментального исследова-
ния является построение с помощью получен-
ных экспериментальных данных математиче-
ских моделей, т.е. задача идентификации. 

Применение методов теории планирования 
эксперимента позволяет получать значительные 
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преимущества в плане сокращения длительно-
сти испытаний и затрачиваемых средств, позво-
ляя представлять экспериментальный материал 
в виде аналитических зависимостей, выбирать 
оптимальные решения, осуществлять более глу-
бокий анализ полученного материала, давать 
более определенные и точные рекомендации 
и выводы. 

Как и любая наука, теория планирования 
эксперимента  развивается [1]. 

В процессе экспериментального исследова-
ния статистические данные, необходимые для 
оценки неизвестных констант модели исследуе-
мого объекта, набираются по определенной 
программе, задаваемой планом эксперимента. 

Для величины «y» (именуемой как выход-
ной параметр исследуемого объекта, зависимая 
переменная или отклик), зависящей от вектора 
независимых факторов x = (x1, x2, …, xn), регрес-
сионная модель записывается в виде: 

(θ, ) θ ( )y x f x ,             (1) 

а планом эксперимента ε( )x  называется множе-
ство всех точек проведения эксперимента: 

1 2( ,   ,   ...,   ),      1, ,i i i i
nx x x x i N        (2) 

представленное с помощью матрицы плана: 
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которая, например, для регрессионной модели 
вида 0 1 1 2 2(θ, ) θ θ θy x x x   и области планиро-

вания XG , определяемой неравенствами 
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Свойства плана эксперимента определяются 
его информационной матрицей: 
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Показатели эффективности планирования 
эксперимента делятся на два класса: функцио-
нальные и экономические [2, 6, 8]. 

Функциональными показателями являются 
дисперсия оценки, характеризующая точность 
оценки выходного параметра «y» исследуемого 

объекта (процесса) и точность оценок констант 
регрессионной модели (1). 

Экономические показатели характеризуют, 
с одной стороны, затраты, необходимые для 
придания исследуемому объекту требуемых ка-
честв, а с другой – экономический эффект от ее 
применения. 

В свою очередь, функциональные показате-
ли эффективности планирования эксперимента 
делятся на 2 группы (рис. 1):  

● показатели и критерии, связанные с точ-
ностью оценки констант регрессионной модели;  

● показатели и критерии, связанные с точ-
ностью оценки выходного параметра модели 
(ошибкой оценки поверхности отклика). 

Рис. 1. Функциональные показатели 
эффективности плана эксперимента 

Первую группу образуют показатели D-, A-, 
E-оптимальности (ПА, ПD, ПЕ) и ортогональ-
ность плана (П). 

Структурная схема связи показателей эф-
фективности плана эксперимента приведена на 
рис. 2, а алгебраическая и статистическая ин-
терпретация критериев оптимальности, показы-
вающих, к какому экстремуму (минимуму или 
максимуму) должно стремиться значение пока-
зателя эффективности – в табл. 1. 

Вторую группу образуют показатели  
G- и Q-оптимальности (ПG, ПQ), ротатабельно-
сти (Прот), униформности (Пун) и максимума 
точности оценки координат экстремума (Пd) 
выходного параметра модели.  

Все критерии требуют минимизации откло-
нения оценки регрессионной функции от истин-
ной и предъявляют определенные требования 
к виду информационной матрицы M, не завися-
щей  от вектора наблюдений, поэтому свойства 
матрицы могут быть исследованы до проведе-
ния эксперимента (т. е. возможен выбор плана, 
удовлетворяющего определенным требованиям, 
до начала проведения эксперимента). 

Комплексная оптимизация плана экспери-
мента (ПЭ) проводится с учетом показателей, 
характеризующих его функциональное и эконо-
мическое качество (рис. 3): 
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● показатель ПТ характеризует точность
регрессионной модели, описывающей иссле-
дуемый объект (процесс); 

● показатель ПN характеризует объем экспе-
римента (количество опытов в ПЭ); 

● показатель ПС характеризует стоимость
затрат на проведение эксперимента; 

● показатель Пτ характеризует длительность
проведения эксперимента. 

Это означает, что целью является выбор 
плана, обеспечивающего достижимое значение 
эффективности проводимого исследования од-
новременно по всем основным критериям эф-
фективности: точности моделирования иссле-

дуемого объекта КТ, объема эксперимента КN, 
а также материальных КС и временных Кτ затрат 
на исследование. 

Комплексная оптимизация плана экспери-
мента включает  последовательное выполнение  
следующих этапов (рис. 4): 

 этап 1, на котором проводится формиро-
вание исходных данных; 

 этап 2, на котором формируется множе-
ство Парето-оптимальных планов эксперимента; 

 этап 3, на котором проводится выбор
окончательного плана эксперимента и его прак-
тическая реализация. 

Рис. 2. Структурная схема связи критериев оптимальности плана:  
tr М – след матрицы М;  λ (М) – собственное число М;  d(x, ε) – дисперсия  выходного параметра 
модели в точке х – для плана эксперимента ε;  f (x) – функция входных независимых параметров 

x = (х1, х2, …, хn) 
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  Таблица  1  

Критерий 
оптималь-
ности 

Интерпретация 

алгебраическая cтатистическая 

1. Критерии, характеризующие точность оценки констант модели θ0, θ1,…, θк 

D-оптималь-
ность 

Минимум определителя ковариационной 

матрицы 1 (ε )M  или максимум определителя 

информационной матрицы (ε)M

Минимум обобщенной дисперсии всех оценок 
константмодели 

А-опти-
мальность 

Минимум следа ковариационной матрицы:  
КА = mintrМ–1 (ε) Минимальная средняя дисперсия оценок  

констант модели 

Е-опти-
мальность 

Минимакс собственного значения 
ковариационной матрицы: 

  1

ε
min max λ εE i

i
K M 

Оценки не могут иметь слишком большие 
дисперсию и ковариацию 

Ортого-
нальность 

Диагональность ковариационной матрицы:

1

0N

opt ij ui
j

j u
K x x

N j u

   



Оценки констант модели независимы друг  

от друга 

2. Критерии, характеризующие ошибку оценки  выходного  параметра  модели 

G-опти-
мальность 

Минимум максимальной дисперсии оценки 
выходного параметра модели: 

min max ( ,ε)GK d x
Минимум дисперсии оценки выходного  

параметра модели 

Q-опти-
мальность 

Минимум средней дисперсии выходного 

параметра: 
ε

min ( ,ε)QK d x dx


 
Минимум средней дисперсии выходного  

параметра модели 

Ротота-
бельность 

Постоянство дисперсии оценки выходного 
параметра в точках, равноудаленных от центра 

плана: 
Крот= ( ,ε) const;d x  ρ ( ) constf x 

Равенство дисперсий параметра модели 
на равных расстояниях от центра плана 

Униформ-
ность ( ,ε) constYHK d x    при  xx G Равенство дисперсий выходного параметра модели 

вокруг центра эксперимента 

ЭКСK  – 
точность 
оценки 

экстремума 

min ( ,ε),ЭКС ЭКСК d x  

где ЭКСx  – координаты экстремума 
Минимальная дисперсия оценки выходного 

параметра в точке экстремума 

Рис. 3.  Структура основных показателей эффективности плана эксперимента Рис. 3. 
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Этап 1 включает в себя: 
● обоснование множества показателей

и критериев эффективности плана, являю-
щихся основными для проводимого исследо-
вания (5); 

● выбор вида модели, описывающей ис-
следуемую характеристику объекта; 

● определение области реализации вы-
бранных показателей эффективности ПЭ; 

● формирование области реализации
эксперимента. 
Область реализации показателей эффектив-

ности формируется с учетом ограничений на 
материальные и временные затраты на экспери-
мент, включая ограничение на количество опы-
тов в плане или ограничение на количество об-
разцов изделия, выделяемых на исследование. 

Этап 2 предназначен для формирования об-
ласти оптимальных компромиссных решений, 
получаемых оптимизацией плана с учетом пока-
зателей, выбранных  на  первом этапе [2]. При 
многофакторном многокритериальном планиро-
вании отсутствие единственного оптимального 
решения обусловлено противоречивостью кри-
териев эффективности ПЭ.   

Применение изложенной последовательно-
сти многокритериального планирования экспе-
римента было апробировано при исследовании 
характеристик авиационных газотурбинных 
двигателей (решались задачи построения вы-
сотно-скоростной характеристики летательного 
аппарата, а также характеристик компрессора 
и камеры сгорания двигателя), задача построе-
ния ПЭ для формирования регрессионных мо-
делей статической  и циклической прочности 
лопаток турбин [1–3, 6]. 

Опыт проведения экспериментальных ис-
следований показал, что эффективность экспе-
риментального исследования зависит также от 
последовательности реализации опытов плана, 
т.е. в данном случае можно решать задачу оп-
тимизации плана эксперимента ε (x, ξ, N) из ус-
ловия минимизации временных Кτ и материаль-
ных Кзат затрат на подготовку к проведению 
опытов ПЭ: 

τ
,

K min τ ;ij
i j

 
,

K min .зат ij
i j

с          (5) 

При этом число опытов и уровни независи-
мых факторов x1, x2, …, xm, определенные по 

Рис. 4. Последовательность комплексной оптимизации плана эксперимента:  
Спр, τпр – ограничения на материальные и временные затраты;  

Nпр – ограничение на количество опытов или выделяемых на эксперимент образцов изделия 
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методике многокритериального планирования, 
сохраняются неизменными (табл. 2).

01 12 ( 1)

01 12 ( 1)

τ [ τ , τ , ... , τ ];  

[ , , ... , ],

ij N N

ij N Nc c c c





    

    
(6) 

где τ   и  cij ij   – временные и материальные 

затраты на подготовку изделия к проведению 
опытов при переходе от i-го к j-му опыту плана 
(индекс «ij», соответствующий, например, «01» 
означает затраты на подготовку к первому опы-
ту плана эксперимента, «12» – затраты на под-
готовку к проведению опыта 2 при переходе от 
опыта 1 и т. д.).  

В данном случае вместо матрицы ПЭ, при-
веденной в табл. 2, рассматривается матрица 
планирования, приведенная в табл. 3. 

Критериями эффективности плана экспе-
римента в данном случае является минимизация 
показателей суммарных (общих) временных 
Тпод.∑  и материальных Спод.∑   затрат на подготов-
ку к проведению опытов ПЭ: 

1

τ .
0

1

зат .
0

K min min τ ;    ( );

K min min ;  ( );

ε(x) ε ;     ;     .

N

под ij
i

N

под ij
i

opt opt x

T i j

C c i j

N N x G












   




   

   





        (7) 

Варьируемым параметром в данном случае 
является последовательность реализации опы-
тов в плане эксперимента. При этом возможны 
несколько вариантов оценки временных затрат 
на подготовку к проведению опытов плана экс-
перимента. 

1. В процессе проведения эксперименталь-
ного исследования возможна одновременная 
(параллельная) подготовка к проведению опы-
тов плана, обусловленных независимыми фак-
торами x1, x2, …, xn с длительностью

1 2τ ,  τ ,  ...,  τ .n    В данном случае общее время 
подготовки к проведению опытов плана опреде-
лится по формуле: 

. 1 2max( τ ,  τ ,  ...,  τ );   1, .под n
i

T i n      (8) 

2. Возможна одновременная (параллельная)
подготовка к проведению опытов только от-

дельной группы независимых факторов (1, )n , 

а для другой группы ( 1, )n n k   – последова-
тельный вариант подготовки, но при этом сами 
группы реализуются одновременно, отсюда: 

1 2

.

1

max( τ ,  τ ,  ...,  τ )  

max .
τ

n
i

n kпод

j
j n

T 

 

          
  
   


 (9) 

 Таблица  2

№ 
опыта 

Кодированные значения 
независимых факторов Отклик 

Y 
x1 x2 … xm 

1 x11 x21 … x1m y1

2 x12 x22 … x2m y2 
… … … … … … 

N x1N x2N … xNm yN 

Таблица  3  

№ опыта 
Кодированные значения 
независимых факторов Отклик 

Y 

Затраты на подготовку   
к проведению опыта 

x1 x2 … xm длительность стоимость 

1 
– – – – – 01τ 01c

x11 x21 … x22 y1 – – 

2 
– – – – – 12τ 12c

x12 x22 … xN2 y2 – – 

… … … … … … … … 

N 
– – – – – ( 1)τ N N ( 1)N Nc 

x1N x2N … xNm yN – – 

Всего .подT  .подC 
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3. Возможен вариант, когда группы реали-
зуются последовательно, тогда: 

 . 1
1

max τ ,  ...,  τ τ .
n k

под n j
j n

T



 

         
   

 (10) 

Если при этом в первой группе подготовка 
к проведению опытов плана реализуется после-
довательно, то: 

.
1 1 1

τ τ τ .
n n k n k

под i i j
i i n i

T
 


   

                 (11) 

4. Процедуры подготовки к проведению
опытов плана совместимы, т.е. одновременно 
несколько групп факторов готовятся к проведе-
нию опыта, а подготовка  самих μ-групп реали-
зуются последовательно, то 

1 2
1

.

1
μ

max( τ ,  τ ,  ...,  τ )

max ,    (12)
... max( τ ,  ...,  τ )

n
i

под

n n k
j

T 

 

                   
где μ – число групп независимых факторов, реа-
лизуемых последовательно. 

Поскольку в задаче (7) имеются два оптими-
зируемых показателя эффективности плана экс-
перимента, то возможны несколько вариантов 
постановки и решения задачи выбора последо-
вательности реализации опытов плана. 

Вариант 1. Показатель эффективности Тпод.∑  
выбирается в качестве основного (оптимизи-
руемого), а показатель Спод.∑ рассматривается 
в качестве ограничения: 

1

τ .
0

1
*

. .
0

min min τ ;   ( );

;

ε( ,ξ, ) ε ;    ;   ,

N

под ij
i

N

под ij под
i

opt opt x

K T i j

C c C

x N N N x G








 



   




  

   





        (13) 

где *
под.C  – предельное значение показателя

Спод.∑, т. е. ограничение по объему материаль-
ных ресурсов, выделяемых на подготовку к 
проведению опытов плана эксперимента. 

Вариант 2. Показатель эффективности Спод.∑ 

выбирается в качестве основного (оптимизи-
руемого), а показатель Тпод.∑ рассматривается 
в качестве ограничения: 

1

зат .
0

1
*

. .
0

min min ;  ( );

τ   ;

ε( ,ξ, ) ε ;  ; ,

N

под ij
i

N

под ij под
i

opt opt x

K C c i j

T T

x N N N x G








 



   




  

   





      (14) 

где *
.подT  – предельное значение длительности

подготовки к проведению опытов плана экспе-
римента. 

Вариант 3. Задача (16) решается методом 
Парето с учетом двух оптимизируемых показа-
телей эффективности: под.ΣT и Спод.∑. Область  

Парето-оптимальных решений формируется 
многократной оптимизацией рассматриваемых 
показателей по целевой функции вида: 

 норм. норм.
под.τ  под.ΣФ  = min α   +  β  ;   α β = 1,Т С   (15) 

где норм.
под.τТ  и норм.

под.ΣС  – нормированные значения

показателей .подТ   и .подС  , позволяющие оцени-
вать значения показателей в единой шкале из-
мерений, например, когда значения  норм.

под.τТ

и норм.
под.ΣС варьируются в интервале 0…1 и т. д. 

Задаваясь различными значениями α  и β

при условии  α+β=1 , решается задача (16), тем

самым формируется область Парето, из которой 
разработчик плана эксперимента выбирает 
окончательный вариант, исходя из каких-либо 
дополнительных требований, например, полу-
чения максимально возможной точности рег-
рессионной модели, формируемой по резуль-
татам эксперимента и т. д. 

Частным случаем решения задачи в поста-
новке (7) является метод минимизации длитель-
ности подготовительных операций к проведе-
нию опытов плана эксперимента, рассмотрен-
ный авторами в [9] и апробированный на при-
мере планирования эксперимента при 
исследовании процесса измерения площади ме-
таллизации печатных плат (в данном случае ре-
шалась задача в постановке (13)). 

В процессе исследования авторами были 
получены адекватные математические модели, 
описывающие зависимости измеряемого выход-
ного напряжения U элемента и погрешности 
измерения U от температуры электролита 

1( )T x , сопротивления нагрузки 2( )HR x  и ки-

слотности электролита pH 3( )x : 

1 2 3( , , ) ( , , ).U f x x x f T R pH           (16) 
Промежутки времени на подготовительные 

операции, связанные с переводом  независимых  
факторов  с  уровня  «–1» на «+1» и с уровня 
«+1» на «–1», а также промежутки времени, свя-
занные с переводом значений факторов с уровня 
«0» в «+1» и с уровня «0» в «–1», приведены 
в табл. 4.  Оптимальный по временным затратам 
на подготовительные операции ПЭ приведен 
в табл. 5.  
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Таблица  4  

Фактор 

Время, затрачиваемое на переход от i-го 
опыта плана эксперимента к (i+1)-му 

опыту, усл. ед. времени 
с «–1» 
на «+1» 

с «+1» 
на «–1»

с «0» 
на «+1» 

с «0» 
на «–1»

X1 4,9 3,3 4,0 3,0
X2 0,6 0,6 0,3 0,8
X3 9,5 9,7 1,8 6,2

Время реализации эксперимента по этому 
плану составляет 25,3 условных единиц време-
ни, время реализации исходного плана равно 
30,5 условных единиц времени (табл. 6), а мак-
симальное – 48,5 условных единиц времени. 

Таким образом, рассматриваемый подход 
к выбору ПЭ позволил уменьшить временные 
затраты в 1,2 раза по сравнению с исходным ПЭ 
и в 1,9 раз, по сравнению с ПЭ, реализация ко-

Рис. 5. Структурная схема выбора оптимального ПЭ с учетом временных и материальных 
затрат на подготовку к проведению опытов плана 
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торого требует максимального времени на под-
готовительные операции для реализации опытов 
плана (48,5 усл. ед. времени).  

Необходимо отметить, что рассматривае-
мый способ выбора опытов ПЭ не предусматри-
вает проведения их рандомизации, т.е. случай-
ного порядка реализации опытов в эксперимен-
те (используется для исключения влияния сис-
тематических ошибок, вызванных внешними 
условиями [2, 4, 5]). Поэтому в данном случае, 
в зависимости от особенностей проводимого 
исследования, можно предложить один из сле-
дующих способов оптимизации ПЭ: 

 если при выборе оптимального ПЭ  су-
ществует несколько планов, для которых вре-
менные или материальные затраты одинаковы: 

1 м( ) ,  ... , ( ) const;под подT T    
1 м( ) ,  ... , ( ) const,под подC C              (17) 

то окончательный выбор последовательности  
реализации опытов в плане эксперимент можно 
проводить их рандомизацией, т. е. выбирать 
план, у которого последовательность проведе-
ния опытов в наибольшей степени соответству-

ет принципу случайного выбора (реализуется, 
как правило, с применением датчика случайных 
чисел). Структурная схема выбора оптимально-
го рандомизированного ПЭ с учетом временных 
и материальных затрат на подготовку к прове-
дению опытов плана приведена на рис. 5; 

 выбор оптимального ПЭ проводят при
варьировании спектром плана, проводя рандо-
мизацию опытов на каждом шаге итераций, 
предусмотренных численным методом, исполь-
зуемым для поиска оптимального плана. 

Возможна оптимизация ПЭ и в более общей 
постановке, когда рассматриваются не только 
временные и материальные затраты на подго-
товку к проведению опытов плана, а также за-
траты на само проведение опытов. В этом слу-
чае определяются общие затраты на подготовку 
и проведение опытов ПЭ по формулам (табл. 7): 

. .
1 1

. .
1 1

τ + τ ;

+ ; . 

N N

под ij пр ij
i i

N N

под ij пр ij
i i

T

C c c i j


 


 

  

   

 

 
 (18) 

Таблица  5   

Исходный ПЭ Оптимальный ПЭ 

Номер опыта 
Обозначение факторов 

Номер опыта 
Обозначение факторов 

X1 X2 X3 X1 X2 X3 
1 +1 –1 –1 3 –1 –1 +1
2 –1 +1 –1 4 +1 +1 +1
3 –1 –1 +1 1 +1 –1 –1
4 +1 +1 +1 2 –1 +1 –1

под.Σ 30,5  усл. ед. времениT  под.Σ 25,3  усл. ед. времениT 

Таблица  6  

Исходный план Оптимальный план 

Номер 
опыта 

Длительности подготовки к уста-
новке значений факторов Номер 

опыта 

Длительность подготовки к установке 
значений факторов 

X1 X2 X3 X1 X2 X3 
1 4,0 0,8 6,2 3 3,0 0,8 1,8 
2 3,3 0,6 0 4 4,9 0,6 0 
3 0 0,6 9,5 1 0 0,6 9,7 
4 4,9 0,6 0 2 3,3 0,6 0 

τ ( )ix


 12,2 2,6 15,7 τ ( )ix


 11,2 2,6 11,5 

30,5подT   усл. ед. времени 25,3подT   усл. ед. времени 
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Или с учетом μ повторных опытов: 

. .
1 1 1

. .
1 1 μ=1

τ + τ ; 

+ ;    .  

N N P

под ij пр ij
i i

N N P

под ij пр ij
i i

T

C c c i j




  


 

  

   

 

 
  (19) 

При этом, естественно, необходимо учиты-
вать, что затраты на проведение эксперимента 
зависят от спектра самого плана, т. е. 

 . .τ ;  ε( ,ξ, ) .под ij под ijc f x N  
        

(20) 
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Таблица  7  

№  
опыта 

Кодированные значения факторов 
Отклик 

Y 

Затраты на подготовку 
к проведению опыта Затраты на проведение опыта

x1 x2 … xN длитель-
ность стоимость длитель-

ность стоимость 

1 – – – – – 01τ 01c – – 
x11 x21 … x22 y1 – – τ1 c1

2 – – – – – 12τ 12c – – 
x12 x22 … xN2 y2 – – τ2 c2

… … … … … … … … … …

N – – – – – ( 1)τ N N ( 1)N Nc  – – 

x1N x2N … xNm yN – – τN cN

Всего .подT  .подC  .прT  .прC 




