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Аннотация.  Предложены  адаптивные  численные  методы,  позволяющие  эффективно  решать  задачи 
моделирования  осесимметричных  полей  с  помощью  интегральных  преобразований  аналитических 
функций комплексного переменного. Методы основаны на применении квадратурных формул типа Га‐
усса с переменным положением узловых точек, которое определяется особенностями подынтеграль‐
ной функции. С помощью численной фильтрации результатов, полученных при различном количестве 
узловых точек, показана эффективность предложенных методов.  
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 ВВЕДЕНИЕ 

Вычисление продольной и радиальной со-
ставляющих напряженности осесимметричного 
поля сводится к численному интегрированию 
аналитической функции комплексного пере-
менного  zf  по формулам Г. Н. Положего [1]

в узловых точках коллокации z(k), k = 1, …, N 
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Подынтегральные функции (1), (2) содержат 
особенности, которые требуют применения спе-
циальных численных методов. Обычно числен-
ное интегрирование производится с помощью 
квадратурной формулы наивысшей алгебраиче-
ской степени точности (по формуле Гаусса [2]). 

Выполнено при финансовой поддержке Минобрнау-
ки России в рамках базовой части госзадания обра-
зовательным организациям высшего образования. 

1. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ 
ПОЛОЖЕГО ПРИ ПРЯМОМ 

ПРИМЕНЕНИИ КВАДРАТУРНЫХ 
ФОРМУЛ ГАУССА 

При вычислении интегралов Г. Н. Положего 
(1), (2) отрезок интегрирования   [0, max] 
разбивается на n отрезков узловыми точками m. 
(рис. 1, а).  

 а 

 б 

Рис. 1. Разбиение отрезка интегрирования 

На каждом m-м отрезке вычисляется интеграл с 
помощью некоторой квадратурной формулы. 
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На первый взгляд удобно использовать формулу 
наивысшей алгебраической степени точности 
[2] с весовой функцией, равной 1 на всех отрез-
ках, за исключением последнего, содержащего 
точку сингулярности подынтегральной функ-
ции. На этом последнем отрезке можно исполь-
зовать формулу, где соответствующая особен-
ность учитывается в весовой функции [2]. 

Рассмотрим интеграл, подобный (1), 
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при t0 = 2h = 2. Такой случай вызывается необ-
ходимостью вычисления значений интегралов в 
каждой узловой точке, в том числе и при =2 
(рис. 1, б).  

Производя замену переменных 
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(при этом отрезок интегрирования перейдет в 
[1, 1]), получим следующий интеграл 
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Таким образом, значение представленного 
интеграла не зависит от величины шага h. Со-
гласно [2], не зависит от h и погрешность вы-
числения интеграла. Сходимость к точному ре-
шению при h  0 отсутствует. 

Ухудшение сходимости может также вызы-
ваться тем, что увеличение точности в алгорит-
ме решения общей задачи достигается путем 
уменьшения шага разбиения. При этом особен-
ность подынтегральной функции при z=z0 учи-
тывается только при интегрировании на бли-
жайшем к особой точке отрезке. При уменьше-
нии шага уменьшается и величина этого отрезка 
(рис. 1, а). На большей части отрезков особен-
ность не учитывается. 

2. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ
ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ 

ПОЛОЖЕГО 

Для устранения причины несходимости 
можно применить разные приемы. Однако при 
этом необходимо учесть, что для того, чтобы 
время счета при увеличении числа узлов колло-
кации не росло слишком быстро, необходимо 
сохранение числа и расположения узлов квадра-
турной формулы внутри каждого отрезка интег-

рирования между двумя узлами коллокации. 
То есть, задача вычисления n интегралов с точ-
ки зрения оптимизации процесса вычисления не 
эквивалентна задаче вычисления одного инте-
грала, которая обычно рассматривается в лите-
ратуре. Поэтому предлагается использовать 
специальные квадратурные формулы, учиты-
вающие наличие знаменателя подынтегральной 
функции. 

По аналогии с методом Гаусса потребуем 
выполнения следующих условий 
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Решение этой системы 3 линейных относи-
тельно jA  уравнений запишется в виде 
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Значения узлов квадратурной формулы 

возьмем из [2] при n=3: 
5

3~
1 x , 0~

2 x

5

3~
3 x .  

Этот выбор узлов обусловлен следующими 
соображениями. Поскольку невозможно выби-
рать узлы в соответствии с конкретным распо-
ложением особенностей, то выберем их так, 
чтобы при удалении особенностей квадратурная 
формула переходила в наиболее точную. Экспе-
римент показывает, что такой подход оправды-
вает себя. Преобразуем эти значения к отрезкам 
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нашей квадратурной формулы: 
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Для оценки погрешности и ее составляющих 
использовался метод численной фильтрации, 
изложенный в [3, 4]. На рис. 2, 3 оценки по-
грешности представлены на графике в виде за-
висимости  lg  (десятичного логарифма от-
носительной погрешности) от числа узлов кол-
локации n в логарифмической шкале.  

Рис. 2. Оценка погрешности первого метода 

Нижняя линия соответствует погрешности 
расчетных данных, следующие линии оценкам 
погрешности после одной, двух, трех и т. д. 
фильтраций. 

Результаты исследования этого метода 
(рис. 2) показывают, что при постоянном шаге 
он обладает 3-м порядком точности и имеет 
только нечетные составляющие. 

В качестве альтернативы предлагается ме-
тод, использующий симметрию решения осе-
симметричной задачи. Для этого представим 
интеграл Шварца в виде 
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Коэффициенты jA  удовлетворяют системе 

3 линейных алгебраических уравнений 
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Решение этой системы уравнений запишется 
в виде 
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Значения узлов квадратурной формулы 
возьмем, как и выше, из [2] при n=3. Результаты 
исследования этого метода (рис. 3) показывают, 

что он обладает 
2

1
3 -м порядком точности, по-

рядок остальных составляющих увеличивается 
последовательно на 1. 

Таким образом, более предпочтительным 
является второй метод, который в основном ис-
пользуется при решении осесимметричных за-
дач.  
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Рис. 3. Оценка погрешности второго метода 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Особенности интегралов Положего не по-
зволяют использовать обычные методы, что 
требует разработки адаптивных формул. В дан-
ной работе разработаны методы численного ин-
тегрирования функций с такими особенностями 
и проверена их эффективность. 

Эти методы были использованы для реше-
ния осесимметричных задач электрохимическо-
го формообразования. Применение этих мето-
дов позволило исследовать тонкие эффекты 
формообразования обрабатываемой поверхно-
сти [5].  
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