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Аннотация. Предложены  эффективные  методы  решения  обратных  задач  волновой  томографии.  Об‐
ратная задача рассматривается как коэффициентная обратная задача для волнового уравнения относи‐
тельно неизвестных функций, характеризующих как скорость, так и поглощение в диагностируемой об‐
ласти.  Математическая  модель  описывает  эффекты  дифракции,  рефракции,  поглощения.  Алгоритмы 
основаны на прямом вычислении градиента функционала невязки. Использованы данные по всей гра‐
нице расчетной области  (томография  с  полным диапазоном данных)  при  решении обратной  задачи. 
Методами математического моделирования исследовано влияние эффекта поглощения на возможно‐
сти реконструкции неоднородностей. Проблема большого объема вычислений при решении обратной 
задачи преодолена с помощью использования суперкомпьютера кластерного типа. Использование яв‐
ной разностной схемы идеально подходит для распараллеливания. Проведенные модельные расчеты 
показывают, что можно восстановить не только скорость, но и поглощение в диагностируемой среде. 
Разработанные алгоритмы могут быть использованы при проектировании ультразвуковых томографов, 
в задачах электромагнитной диагностики, сейсморазведки и инженерной сейсмики.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 Различные физические задачи описываются 
скалярными волновыми уравнениями гипербо-
лического типа. К таким задачам относятся об-
ратные задачи ультразвуковой (УЗ) томографии 
в медицине, электромагнитного зондирования 
[1], томографии неоднородностей морского дна 
[2], акустической диагностики железнодорож-
ных насыпей [3], сейсморазведки [4], инженер-
ной сейсмики [5], неразрушающего контроля 
ультразвуком сварных швов [6] и т. п.  

Во всех перечисленных выше задачах всегда 
присутствует поглощение как неотъемлемый 
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физический процесс распространения волн 
в средах. Работа посвящена решению обратных 
задач диагностики объектов с помощью волно-
вого зондирования. Обратная задача рассматри-
вается как коэффициентная обратная задача для 
волнового уравнения с учетом эффектов погло-
щения.  

В настоящее время в медицине для регуляр-
ных обследований используется ультразвуковая 
диагностика, которая не может обладать высо-
ким разрешением из-за ограниченного диапазо-
на углов наблюдения. В отличие от рентгенов-
ских томографов, математические модели УЗ 
томографии должны учитывать явления ди-
фракции, рефракции, переотражения волн и т. д. 
Поглощение УЗ волн в диагностируемом объек-
те является одним из основных физических 
процессов. В задачах акустического зондирова-
ния поглощение, как правило, возрастает с уве-
личением частоты. УЗ импульсы большой час-
тоты более 20 МГЦ  используются исключи-
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тельно для диагностики подкожных слоев, по-
скольку полностью поглощаются на глубине 
порядка нескольких миллиметров. На частоте 
порядка от 0,3 до 1,5 МГц ослабление сигнала 
от источника в мягких тканях человека может 
достигать нескольких раз при размере диагно-
стируемого объекта 10–15 см [7]. Именно этот 
диапазон от 0,3–1,5 МГц используются при про-
ектировании УЗ томографов.  

Задачей УЗ томографии является поиск не-
однородностей в диагностируемой области. 
В идеале можно пытаться искать как неодно-
родности по скорости распространения УЗ вол-
ны, так и неоднородности по поглощению. Од-
ной из целей статьи является оценка возможно-
сти одновременного определения скоростного 
разреза и неоднородностей по поглощению из 
решения обратной задачи для волнового урав-
нения с поглощением.  

Попытки решения обратных задач в моделях 
с поглощением лишь единичны. Связано это 
с тем, что разработка методов решения коэффи-
циентных обратных задач, когда неизвестными 
являются как функции, характеризующие ско-
рость, так и функции, характеризующие погло-
щение, является очень сложной задачей, в том 
числе в вычислительном плане. Полное реше-
ние ее без различного рода упрощений возмож-
но только на суперкомпьютерах. Суперкомпью-
терные технологии, в том числе с использова-
нием графических карт, находят все большее 
применение в обратных задачах волновой томо-
графии из-за огромного объема вычислений 
особенно в трехмерном случае [8–10]. 

 В работах [11, 12] предложены методы ре-
шения обратных задач УЗ томографии в при-
ближенной параболической модели для волно-
вого уравнения, которая достаточно хорошо ра-
ботает при небольших углах дифракции и реф-
ракции. В рамках параболической модели 
можно использовать только томографическую 
схему на прохождение, что приводит к необхо-
димости решать поэтапно две разные задачи на 
отражение и на прохождение. В работах [13, 14] 
рассматривается обратная задача для уравнения 
Гельмгольца. Сделана попытка восстановления 
функции, описывающей поглощение в рамках 
упрощенной модели. Восстановление скорост-
ного разреза осуществляется в томографической 
схеме на прохождение [15]. В работе [16] рас-
смотрена постановка обратной задача с учетом 
поглощения, независящего от частоты. На тео-
ретическом уровне описан «propagation–back-
propagation» метод решения для этой постанов-
ки, выписано выражение для градиента функ-
ционала невязки. В другой постановке выраже-

ние для градиента функционала невязки для 
волнового уравнения с учетом поглощения не-
зависящего от частота, получено в работе [17]. 
В работе [18] для реконструкции скорости и по-
глощения рассмотрен метод граничного управ-
ления. Часть работ посвящена исследованию 
алгоритмов решения трехмерных задач [19–21].  

В работе рассмотрена модель, имеющая 
квадратичную зависимость поглощения от час-
тоты зондирующих импульсов. Неизвестными 
являются не только функция, характеризующая 
скоростной разрез, но и поглощение в диагно-
стируемой области. Зондирование осуществля-
ется короткими импульсами. В рамках стан-
дартной томографической постановки для раз-
ных положений источников собирается зареги-
стрированный сигнал как функции от времени 
с большого количества приемников. Используя 
представление для градиента функционала не-
вязки как по функции скорости, так и по функ-
ции поглощения, разработаны численные мето-
ды и проведены расчеты модельных задач на 
суперкомпьютере «Ломоносов» на процессорах 
общего назначения.  

ПОСТАНОВКА И МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим волновую модель, в которой 
поглощение квадратично зависит от частоты. 
Будем рассматривать так называемое стоксов-
ское поглощение в вязких средах [22].  Задачу 
будем описывать уравнениями (1, 2). 

          truuratrurc ttt ,,

   tfqr  , (1) 

    000  trutru t ,, ,  trpu STn ,|  .(2) 

Здесь  r,tu  – акустическое поле в области
NR , N = 2, 3, ограниченной поверхностью 

S, точечный источник располагается в точке q, 

STnu |  – производная вдоль нормали к поверх-

ности S в области  TS ,0 ,  trp ,  – некоторая
известная функция. Предполагается, что вне 
области неоднородности скорость 

    const0
5.0  vrvrc , где 0v  – известна,

а в окрестности ограничивающей поверхности 
S   0Sra | . В случае исследования объекта,

помещенного в воду, можно считать выполнен-
ным условие   0ra  около границы, посколь-
ку поглощение ультразвука в воде гораздо 
меньше, чем в тканях. Решение задачи (1), (2) 
заключается в расчете волнового поля в области 
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 , если в качестве источника излучения ис-
пользуется точечный источник. Условия (2) 
представляют собой граничные и начальные 
условия. Функция  trp ,  может быть получена
из решения внешней задачи в однородной среде 

для области \NR  по экспериментальным 
данным на границе S. Однако в настоящей рабо-
те использовались приближенные условия неот-
ражения на границе, описанные ниже. 

Обратная задача состоит в нахождении 
функций  rc  и  ra , описывающих неодно-
родность, по экспериментальным данным измере-
ния волны  tsU ,  на границе S  области за время

(0,T)  при различных положениях 0r  источника.  

Введем функционал невязки 

        dsdttsUtsucu
S

T

  2

02

1
,, .  (3) 

Поставим обратную задачу как задачу ми-
нимизации квадратичного функционала (3). Для 
минимизации функционала будем использовать 
градиентные итерационные методы. Выделяя 
линейные части по вариации dc  и da , для гра-
диента функционала   uΦ  имеем [23]

      
T

ttc ttrutrwcuΦ
0

d),, , 

       
T

ta ttrutrwau
0

d,, .        (4) 

Здесь  tru ,  – решение основной задачи (1) и

(2), а  trw ,  – решение «сопряженной» задачи

при заданных  rc  и  ra  [17]. Таким образом,
для вычисления градиента функционала необ-
ходимо решить основную и «сопряженную» за-
дачи. 

ЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ 
РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
В СРЕДЕ С ПОГЛОЩЕНИЕМ 

Для решения обратной задачи будем ис-
пользовать метод конечных разностей. На об-
ласти изменения аргументов введем равномер-
ную дискретную сетку 

 

 
mkktnjjhy kj  0     0  ,;,  , 

где h – шаг сетки по горизонтальным координа-
там;   – шаг сетки по времени. Параметры h 

и   связаны условием устойчивости Куранта 

2
5.0 hc  . Параметры n, m задают количе-

ство точек сетки по горизонтальным координа-
там и времени.  

Мы использовали четырехслойную по вре-
мени схему, которая обеспечила получение ус-
тойчивого решения волнового уравнения с по-
глощением (1). Для слагаемого   tura  пред-

ложена следующая схема 
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Выделяя член 1k
iju , получаем явную разно-

стную схему по временным слоям для расчета 
распространения звуковой волны (расчет 
«в прямом времени») для уравнения (1) 
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Начальные условия задаются в виде 

010  ijij uu . В качестве граничных условий для 

модельных расчетов в настоящей статье выби-
ралось условие неотражения на границе, кото-
рое в разностной аппроксимации имеет вид 
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 для i=1 или n – 2. 

Аналогично по индексу  j  для  j = 1 или   
n – 2.  

Для аппроксимации слагаемого 

    trwra t ,

в сопряженной задаче предложена следующая 
схема 
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Разностная схема для волны w(r,t) в сопря-
женной задаче выписывается в следующей яв-
ной форме по временным слоям в обратном 
времени 
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Градиент (4) функционала невязки вычис-
лялся по разностной формуле 
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где grad Cij – градиент в точке (xi, yj) по c,  
а  gradAij – градиент в точке (xi, yj) по а. Невязка 
вычисляется по формуле 

  
 


m

k Sji

k
ij

k
ij hUuF

0 ),(

2

2

1
.  (7) 

Здесь S – граница, Uij
k – значения U(r,t) 

в точке (xi, yj)  на границе S в момент времени tk.  
Для проведения модельных расчетов был 

использован следующий итерационный про-
цесс. В качестве начального приближения вы-

бирается значение const0
)0(  сc , соответст-

вующее скорости звука в воде 1,5 км/с, и  

 
 








G, для   ,0

G; для    ,const0)0(

i, j 

i, j a
a

где a0 – некоторое среднее значение поглощения 
в области G, граница области G – известна. 
(Проводились также вычисления с начального 

приближения 00 a  в области  , которые по-

казали аналогичную сходимость итерационного 
процесса.) 

На каждой итерации (p) выполняются сле-
дующие действия: 

1. Расчет начального импульса источника.
2. Решение прямой задачи (1), (2)  для теку-

щего итерационного приближения     pp ac , .
Расчет распространения ультразвуковой волны 
u(p)(r, t) выполняется по формуле (5). Вычисля-
ются значения  tru , на каждом из детекторов.

3. Вычисление невязки F(p)
  = F(u(p)(r, t)) по

формуле (7). 
4. Решение сопряженной задачи для w(p)(r, t).
5. Вычисление градиента (gradC(p), gradA(p))

по формуле (6) для всех источников. 
6. Коррекция текущего приближения c(p+1) =

= c(p) +  pγ gradC(p),  a(p+1) =a(p) +  pγ gradA(p) .
Процесс возвращается к пункту 2.  

Итерационный процесс останавливается ли-
бо, если невязка становится меньше заданной 
величины, которая соответствует известной ап-
риори погрешности входных данных, либо при 
достижении заданного минимального значения 
скорости убывания невязки.  

Начальный шаг метода градиентного спуска 
 0γ  выбирается из априорных соображений.

Для более точного определения шага для наис-
корейшего спуска потребовалось бы выполнять 
дополнительные итерации, что увеличило бы 
время расчетов в 2 и более раз. Если невязка F(p)

на следующей итерации оказывается больше   

F(p-1),  шаг  pγ   уменьшается в 1,5 раза.

МОДЕЛЬНЫЕ РАСЧЕТЫ  
НА СУПЕРКОМПЬЮТЕРЕ 

Используя явное представление для гради-
ента функционала невязки, можно предложить 
эффективные итерационные процедуры восста-
новления с(r) и a(r). Полученные представления 
для градиента невязки позволяют решать обрат-
ную задачу как в 2D, так и в 3D варианте. В ра-
ботах [24] задача решалась в 3D случае на гра-
фических процессорах. В настоящей статье рас-
сматриваются двумерные задачи УЗ томогра-
фии.  

В силу большого объема вычислений наи-
более эффективно рассматриваемые обратные 
задачи решаются с использованием суперком-
пьютеров [25–27]. Суперкомпьютеры позволяют 
решать задачи на сетке до нескольких тысяч 
точек по каждой координате в восстанавливае-
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мом слое, в настоящей работе моделирование 
проводилось на равномерной расчетной сетке 
500×500 точек. Расчеты с помощью разработан-
ных алгоритмов и программ были проведены на 
процессорах общего назначения суперкомпью-
теров СКЦ МГУ «Ломоносов» с помощью тех-
нологии MPI.  

Волновое уравнение аппроксимировалось 
явной разностной схемой. Явная схема сравни-
тельно легко распараллеливается на многопро-
цессорной системе, например, с помощью мето-
да разбиения квадратной области расчетов на 
квадратные подобласти. Было выделено 4 = 2×2 
подобласти, по границам которых на каждом 
шаге по времени выполнялся обмен данными. 
Следующий уровень распараллеливания связан 
с тем, что расчеты надо проводить для 64 ис-
точников, вычисления для каждого из которых 
в значительной степени независимы. Таким об-
разом, обратная задача решалась на 256 вычис-
лительных ядрах = 64 источника × 2×2 подобла-
стей. Такое разбиение по процессам позволяет 
достичь высокой эффективности и ускорения 
~ 100 раз по сравнению с однопроцессорным 
вариантом. Время расчета 500 итераций соста-
вило около 3,5 часов. 

На рис. 1 приведена схема эксперимента, 
источники обозначены цифрой 1, приемники – 
цифрой 2. Источники расположены по сторонам 
области расчетов через равные интервалы, при-
емники излучения расположены также по пери-
метру области расчетов с шагом не более 3

 .
Исследуемая область G, содержащая неодно-
родности, расположена в центре квадрата рас-
четной области и окружена непоглощающей 
средой L с известной скоростью v0 = 1500 м/с.  

Экспериментальные исследования проводи-
лись на компьютерно-синтезированном 2D объ-
екте с модельными неоднородностями. Мини-
мальный размер неоднородности 3 мм. Вариа-
ция скорости с(x, y) не превышала 20 %. Вариа-

ция коэффициента поглощения a (x, y) 
в пределах объекта  не превышала 50 %. Вы-
бранные диапазоны вариации параметров соот-
ветствуют диапазонам изменения в мягких тка-
нях человека [7]. 

В ходе модельных расчетов решалась пря-
мая задача распространения ультразвуковой 
волны. Амплитуда волны при учете поглощения 
после прохождения через неоднородность пада-
ет примерно в 3 раза, а частотный спектр волны 
содержит в основном низкие частоты.  

По полученным данным без внесения до-
полнительного шума решалась обратная задача. 
Параметры расчетной модели: длина волны из-
лучения 5,0 мм; шаг регистрации сигналов по 
пространству 2,0 мм; размер области ультра-
звукового зондирования по горизонтали 
200×200 мм.  

Для решения обратной задачи использовал-
ся итерационный процесс с начального прибли-
жения с (r) = const = c0 – известной вне области 
неоднородности. При наличии поглощения на-
чальное приближение для поглощения выбира-
лось a (r) = const = a0 в диагностируемой облас-
ти, где a0  полагалась равной среднему коэффи-
циенту поглощения для мягких тканей. Вне об-
ласти неоднородности, где поглощение 
отсутствует, a (r) всегда полагалась равной 0. 
Расчеты проводились для 64 источников излу-
чения. 

На рис. 2 приведены модельные сечения 
функции скорости распространения ультразву-
ковой волны v(x, y) в исследуемом объекте (сле-
ва) и функции поглощения ультразвуковой вол-
ны a(x, y)  (справа) как функции от x, y.   

На рис. 3, 4 приведены результаты восста-
новления функций  v(x, y) и a(x, y) через 500 
и 3500 итераций. Видно, что удается восстано-
вить одновременно две неизвестные функции: 
скорость и поглощение. Тем не менее, отчетли-
во можно утверждать, что функция скорости 

a                      b 
Рис. 2. Модельные изображения:  

a – скоростного разреза v(r);  
b – поглощения a(r) 

Рис. 1. Схема расположения источников 
и приемников в модельном эксперименте 
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при  заданных  параметрах  восстанавливается 
за меньшее число итераций и с более высоким 
качеством, чем функция поглощения.  

Тот же факт, что функция скорости восста-
навливается с более высоким качеством, чем 
функция поглощения виден, например, из 
рис. 5, где изображены графики точного и вос-
становленного сечений вдоль линии АА на 
рис. 2 для скорости (a) и поглощения (b). 

Из рис. 6 следует, что уменьшение числа ис-
точников до 4 (по сравнению с 64) также силь-
нее сказывается на реконструкции поглощения, 
качество которого становится низким.  

Более того, скорость восстанавливается не-
плохо даже если вообще не учитывать поглоще-
ние. Это следует из рис. 7, где восстанавлива-
лась скорость на основе модели без поглощения 
[17] по данным, полученным из модели с по-
глощением. Результаты, приведенные на рис. 7, 
получены в случае, когда поглощение уменьша-
ет амплитуду сигнала на детекторах до 3 раз! 

Даже при наличии вполне значимого по-
глощения, реконструированный в модели без 
поглощения скоростной разрез достаточно хо-
рошо соответствует точному решению. Конеч-
но, полученный результат нельзя сравнить 
с идеальной картинкой, полученной в соответ-
ствующей модели с поглощением. Тем не ме-
нее, тот факт, что реконструкция скоростного 
разреза не так сильно зависит от модели погло-
щения, обнадеживает. 

ВЫВОДЫ 

Разработаны эффективные методы решения 
обратных задач УЗ томографии в моделях с по-
глощением. Обратная задача рассматривается 
как коэффициентная обратная задача относи-

Рис. 7. Изображение v(r) 
реконструированное на основе модели без 
учета поглощения по данным из модели  
с учетом поглощения, 500 итераций 

a                      b  
Рис. 6. Реконструированное изображение,  

4 источника через 5000 итераций:  
a – v(r);  b – a(r) 

a 

b 

Рис. 5. График точного (пунктир) 
и восстановленного (сплошная) сечения вдоль 
линии АА, 3500 итераций: a – v(r);  b – a(r) 

a                      b  
Рис. 4. Реконструированное изображение 
через 3500 итераций: a – v(r);  b – a(r) 

a                      b  
Рис. 3. Реконструированное изображение 
через 500 итераций: a – v(r);  b – a(r) 
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тельно неизвестных функций, характеризующих 
как скоростной разрез, так и поглощение в ди-
агностируемой области. Разработаны эффектив-
ные алгоритмы минимизации функционала не-
вязки на базе вычисления градиента через ре-
шение сопряженной задачи. В рассматриваемой 
постановке не требуется искусственно разделять 
данные на прохождение и отражение. 

Разработанные алгоритмы хорошо распа-
раллеливаются при реализации на суперкомпь-
ютерах, что позволяет в сотни раз сократить 
время вычислений по сравнению с персональ-
ным компьютером.   

Модельные расчеты показали, что при не-
больших погрешностях входных данных можно 
восстанавливать не только скоростной разрез, 
но и поглощение. В моделях с поглощением 
скоростной разрез восстанавливается лучше, 
чем поглощение. 
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Abstract:  Efficient methods  are proposed  for  solving  inverse 
problems of wave computer tomography. Inverse problem 
is  viewed  as  a  coefficient  inverse  problem  for  the wave 
equation for unknown functions that characterize both the 
velocity and attenuation  in  the diagnosed  region. Mathe‐
matical model has  to deal with diffraction,  refraction, at‐
tenuation effects. Algorithms are based on direct compu‐
tation of the gradient of the residual functional. We used 
data  over  the  entire  boundary  of  the  computational  do‐
main (full‐range tomography scheme) to solve the inverse 
problem.  Mathematical  modeling  methods  investigated 
the effects of  the attenuation  to  the possibility of  recon‐
struction. The problem of  the  large amount of  computa‐
tion for solving the inverse problem is overcome by using a 
supercomputer cluster‐type. Used explicit finite difference 
scheme  is  ideally  suited  for parallelization. Computations 
of model problems show that  it  is possible to reconstruct 
not only the velocity, but also the attenuation in the diag‐
nosed medium. The algorithms that we developed can be 
used in the design of ultrasound tomographs, electromag‐
netic diagnostics, seismic exploration, and earthquake en‐
gineering.   
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