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Аннотация. Решается задача моделирования нестационарной электрохимической 
обработки электрод-инструментом с впадиной клинообразной формы с произволь-
ным углом раствора клина. Для моделирования процесса анодного растворения ис-
пользуется ступенчатая функция выхода по току. Для исследования режима с 
наибольшей локализацией процесса растворения рассматривается случай совпаде-
ния критической напряженности с максимальным ее значением на обрабатываемой 
поверхности. Для решения используются конформные отображения. Найдено точное 
(в квадратурах) решение задачи и получены численные результаты, позволяющие 
определить форму обрабатываемой поверхности в различные моменты времени. 

Ключевые слова: комплексный потенциал; конформное отображение; выход по току; 
квазистационарная модель; предельное решение. 

 ВВЕДЕНИЕ 

Моделирование электрохимической об-
работки (ЭХО) основано на законе Фарадея, 
согласно которому скорость растворения 

ecmV  равна [1] 

jkVecm η
k

= ,  
ρ
kε

=k , (1) 

где ε – электрохимический эквивалент; ρ – 
плотность растворяемого материала; k – 
электропроводность электролита; j – плот-
ность тока на анодной границе; ( )jη=η  – 
выход по току (доля тока, участвующего в 
реакции растворения металла). 

В данной работе зависимость выхода по 
току от плотности тока моделируется сту-
пенчатой функцией [2–7] 
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Рассматривается режим обработки, 
называемый предельно квазистационарным, 
при котором в каждой точке анода, где про-
исходит растворение, 1jj = , а η  может из-
меняться от 0η  до нуля или какой-то мини-
мальной величины. При этом достигается 
наивысшая степень локализации процесса 
растворения [8]. 

Нагревом электролита и газонаполнени-
ем пренебрегается, и рассматривается иде-
альный процесс в однородном электролите. 
При допущении об идеальности среды для 
решения задачи можно применить методы 
теории функций комплексного переменного 
и использовать конформные отображения. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим нестационарную задачу 
электрохимической обработки с помощью 
электрода-инструмента (ЭИ) FCG с зубчатой 
периодической поверхностью. Форма меж-
электродного пространства (МЭП) в некото-
рый  момент  времени  показана  на  рис. 1, а. 
Рассматривая один период, ограничим меж-
электродное пространство (МЭП) верти-
кальными пластинами FA и GB из изоляци-
онного материала. Изначально плоская за-
готовка ADB движется в направлении ЭИ со 
скоростью aV . Начальный межэлектродный 
зазор (расстояние AF) равен 0S , ширина 
ячейки L, разность потенциалов между 
электродами равна U. 

а 

б 
Рис. 1. Образы МЭП:  

а – на физической плоскости; б – на плоскости 
комплексного потенциала; 

FCG – ЭИ (катод); ADB – обрабатываемая по-
верхность (анод) 

Пусть комплексные координаты 
iYXZ += . В связи с эквипотенциально-

стью электродов форма области МЭП на 
плоскости комплексного потенциала 

ψ+ϕ= iW  (ϕ – потенциал электрического 
поля, ψ – функция тока) представляет собой 
прямоугольник (рис. 1, б). Линиям тока FA 

и GB соответствуют горизонтальные отрез-
ки. При этом величина напряженности 
электрического поля определяется произ-

водной 





=

dZ
dWE , а плотность тока в соот-

ветствии с законом Ома Ej k= . 
Конформно отобразим область МЭП на 

прямоугольник параметрической плоскости 
c (рис. 2, а). Для выполнения условия 

( ) constRe =cz  на участках границы FA и 
GB функцию ( )τc,z , согласно принципу 
симметрии, следует аналитически продол-
жить симметрично отрезку GB (рис. 2, а). 
Если форма ЭИ является симметричной, то 
продолжение не проводится. Связь плоско-
стей c и W осуществляется функцией 

c
β

=
UiW . (3) 

а 

б 
Рис. 2. Форма образов МЭП для 1=α : 

 а – на параметрической плоскости; б – на плоско-
сти годографа напряженности dzdwE = ; 

M –  точка перегиба анодной поверхности 

При этом закон Фарадея (1) в векторном 
виде можно выразить формулой: 
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η=

dZ
dWk

dt
dZ . 

Перейдем к безразмерным величинам x, 
y, τ, w: 

l
Xx = ,

l
Yy = , t

l
Ukt

l
V

2
0et η

==τ , 
U
Ww = .

Здесь l – величина стационарного зазора 
в задаче об обработке плоским горизон-
тальным ЭИ. Из условия aecm VV =  в (1) 
определяем lUkVa 0η= . Тогда 

aVUkl 0η= , aVUE =0 . При этом безраз-
мерная скорость 

1==
τ

=
dtV

dY
d

dyv
a

DD
a . 

В безразмерном виде закон Фарадея 
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На рис. 2, б показана плоскость годо-
графа безразмерной напряженности 

dzdwE /= , где ввиду симметрии изобра-
жена только правая половина формы обла-
сти, соответствующая левой половине обла-
сти плоскости Z. 

Поскольку при 1<ω  растворения не 

происходит, а значение 011 / EjEE =k==  
является максимальным в данном процессе, 
на всех участках, где растворение происхо-
дит, модуль 1=ω . При этом области анода 
соответствует разрез по дуге окружности 

1=ω  AMH и части вертикальной прямой 
HD, соответствующей нерастворенной ча-
сти обрабатываемой поверхности. Это поз-
воляет получать решения, соответствующие 
различным  моментам  времени  τ  не  решая 

нестационарной задачи, т.е. квазистацио-
нарно, аналогично [3]. В данной постановке 
задачи квазистационарное решение является 
точным, а не приближенным к нестацио-
нарному. 

Границе катода CF соответствует луч, 
расположенный под углом γ к оси абсцисс.  

Таким образом, для решения задачи 
необходимо найти конформное отображе-
ние области МЭП плоскости годографа на 
плоскость w (рис. 1, б). 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
Применив преобразование 

τ+θ==ω i
E
Ei
1

ln , 
1

ln
E
E

=τ ,  (4) 

получим на плоскости ω многоугольник с 
углами A, C, F, M, H, равными π/2; 0; 0, 2π; 
π/2 соответственно (рис. 3, а). 

Используя преобразование Швар-
ца−Кристоффеля, получим конформное 
отображение верхней полуплоскости t1 
(рис. 4, б) на этот многоугольник 
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Рис. 3. Формы образа МЭП на плоскостях:  
а − на плоскости ω; б − на параметрической  

плоскости t1; в − на параметрической плоскости ζ 
 

Поскольку в соответствии с рис. 3, а 

 γ=





 ν+

ω
2

1Re , ( )
2

0Re π
=ω , 

то 

 ( ) γ=
π

+
ν−ν

ν+µ
π−=






 ν+

ω
2

1
12

1Re 1C , 

( ) ( ) 221
11

1
0Re 11

π
=

π
+

−ν
+µ

π+
ν−ν

ν+µ
π−=ω CC , 

 ( )
ν+µ

ν−ν








π
γ

−=
1

2
1

1C , ν=µ . 

Тогда получим окончательно 
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Для удобства численного интегрирова-
ния в качестве основной параметрической 
плоскости выберем полукольцо плоскости ζ 
(рис. 3, в). 

Внешность полукруга радиуса p отобра-
жается на верхнюю полуплоскость с помо-

щью функции 
2

1 







+ζ
−ζ

=
p
pu . При этом по-

лукольцо отображается на полуплоскость с 
вырезом овальной формы (рис. 4, а), где 

2

1 1
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+
−

=
p
pa . Чтобы превратить эту область 

в полуплоскость, используем ряд Лорана с 
действительными коэффициентами 
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На полуокружности AHD σ=ζ ie  
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Условием отображения на полуплос-
кость является равенство ( ) 0Im 2 =σieu
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Рис. 4. Формы образа МЭП на плоскостях: 
а – u1; б – u2  

Верхняя полуплоскость с обозначением 
точек показана на рис. 4, б. При этом 

( )122 ua = ,   ( )122 −= ud ,   ( )∗σ= ieuh 22 ,   

( )puf 22 = ,   ( ) ∞=− pu2 , 

где 
∗σie  – образ точки H на плоскости ζ. 

Остается отобразить верхнюю полу-
плоскость u2 на полуплоскость t1 

22

22
1 hu

aut
−
−

ν= . 

Конформное отображение ( )ζw  опреде-
ляется по формуле 

ζ−= ln
ln

1
p

w . (6) 

Производная 

ζ
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ζ
1
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1

pd
dw .

Таким образом, согласно (4)−(6) имеем 

две функции: ( )ζ= Ef
dz
dw и ( )ζw . Для вы-

числения координат точек плоскости z от-
сюда найдем 

( ) === ζω−ie
dz
dwEE 1
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fp z
E

1
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1 . (7) 

Численно интегрируя (7), найдем Dz  в 
системе координат, связанной с ЭИ 

( ) ( ) ( )∫∫∫
−

∗σ

∗σ

ζζ+ζζ+ζζ=
1

1

1

i

i

e

z

e

z
p

zD dfdfdfz , 

где 
∗σie  – образ точки H на плоскости ζ. 

В этой системе координат анод движется 
вверх со скоростью 1=etv . Отсюда получа-
ется система двух нелинейных уравнений 
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2
Re LzD = ,   1Im −τ=Dz ,

которая решается методом Ньютона с регу-
лированием шага относительно параметров 
σ* и p. Для оценки погрешности и уточне-
ния результатов численного интегрирования 
применяется фильтрация результатов вы-
числений [9–11]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ 

На рис. 5 приведены формы анодной по-
верхности в различные моменты времени в 
случае угла раствора γ=π/4. На вершине вы-
ступа, образующегося на поверхности анода, 
имеет место прямолинейный участок, соот-
ветствующий нерастворенной поверхности. 
Поскольку вершина выступа не растворяет-
ся, то она движется вверх со скоростью 

1=av . При завершении обработки за ко-
нечное время 9<τ  получается окончатель-
ная предельная форма, обозначенная на рис. 
5 буквой «П», соответствующая выполне-
нию условия 1=ω  на всей поверхности 
анода.   

Рис. 5. Формы поверхности при обработке ЭИ 
при γ=π/2, ∆τ=1 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в данной работе с по-
мощью конформных отображений решена 
задача моделирования квазистационарного 
процесса электрохимического копирования.  

Квазистационарная модель позволила 
получить точные (в квадратурах) решения 
задач ЭХО обработки ЭИ с клиновидной 
впадиной. 

Результаты численного интегрирования 
полученного решения позволили опреде-
лить форму заготовки в различные моменты 
времени. 

В предельных случаях ( 10 EE = ) квази-
стационарная модель дает точное решение 
нестационарной задачи. При этом квазиста-
ционарное решение требует существенно 
меньших затрат вычислительных ресурсов 
по сравнению с нестационарным. 
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