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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ
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СТРУКТУРНЫЕМЕТОДЫ
ДИНАМИЧЕСКОЙКООРДИНАЦИИПРОЦЕССОВ

ПРИУПРАВЛЕНИИМНОГОСВЯЗНЫМИОБЪЕКТАМИ

Проводится краткий анализ существующихметодов координированного управ-
ления. Предложен структурный подход решения задачи одновременного син-
теза координированного и модального управления сложными динамическими
объектами. Доказана возможность независимого синтеза контуров обратной
связи по управлению и координации. Методы управления базируются на алго-
ритме декомпозиции, позволяющего развязать многосвзязную систему как по
входам, так и по переменным состояния. Координация; управление сложными

объектами; декомпозиция

Задача синтеза законов управления груп-
пой динамических объектов (задача коорди-
нированного управления) в настоящее вре-
мя получила новое развитие в связи с по-
явлением интеллектуальных систем управле-
ния, способных реализовать принципиально
новые и более эффективные законы управле-
ния.
В настоящее время для решения задач

координированного управления выделяются
три основных подхода:
� традиционным походом решения за-

дач координированного управления являют-
ся методы автономного управления, которые
обеспечивают требуемое соотношение выход-
ных переменных за счет согласования зада-
ющих воздействий на статических режимах
работы [1]. При этом синхронизация осуще-
ствляется пассивно, по разомкнутой схеме
управления, и, следовательно, данный подход
не достаточно эффективен в условиях дей-
ствия внешних помех.
� вторым подходом решения задач коор-

динированного управления являются мето-
ды управления многоканальными объекта-
ми [2], обеспечивающие согласованное дви-
жение выходных координат на динамиче-
ских(переходных) режимах работы системы.
Однако эти методы получили свое развитие
только для случая полностью однотипных ли-
нейных систем без введения в систему авто-
матического управления (САУ) контуров ко-
ординированного управления.
� третий подход основан на решении за-

дач функциональной координации как за-
дач пространственного управления, в кото-

ром эталонное движение системы задается
с помощью функциональных соотношений
переменных, определяющих в многомерном
пространстве интегральную кривую, поверх-
ность или многообразие [3]. При этом коор-
динация осуществляется путем введения до-
полнительного контура координации. Однако
здесь имеются нерешенные вопросы, обуслов-
ленные проблемой совместного синтеза алго-
ритмов как абсолютного, так и координиро-
ванного управления.
Предлагается следующее направление ис-

следования, развивающее методологию дина-
мической координации в многосвязных си-
стемах управления со структурных (декомпо-
зиционных) позиций.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается многосвязная двухка-
нальная система координированного управ-
ления, описываемая системой дифференци-
альных уравнений в форме Коши. Блочный
вектор переменных состояния представлен в
виде �� � ����� ����

� ���� �� � �� �� — вектор раз-
мерности � переменных состояния �-го ка-
нала); вектор управляющих воздействий —
�� � ���� ���

� . Пара матриц (���) имеет вид

� �

�
�� 	

	 ��

�
���������

� � ���� ���
� �

(1)

где подматрица �� (� � �� �� имеет размер-
ность ���.
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В качестве функциональной «траектории»
координации выходных переменных выбира-
ется обеспечение равенства

��� � ��� (2)

по окончании переходных режимов работы
системы.
Закон координированного управления

определим в виде

�� � ���
�Æ
�Æ�

где �Æ � ��� � ��� — вектор размерности �
переменных состояния контура координации;
� � ��	�� �	��

� — искомая матрица коэффици-
ентов обратной связи по переменным состоя-
ния размерности �� �� ���;�Æ — искомая ма-
трица коэффициентов обратной связи коор-
динированного управления размерности � �
��.
Задача синтеза координированного управ-

ления супервизорной системы (рис. 1) заклю-
чается в определении матриц � , �Æ посто-
янных коэффициентов в цепи обратной свя-
зи замкнутой системы и координированно-
го управления с точки зрения обеспечения
заданного быстродействия системы, опре-
деляемого желаемым распределением кор-
ней заданного характеристического полинома

����.

2. УСЛОВИЯНЕЗАВИСИМОГО СИНТЕЗА
КОНТУРОВМОДАЛЬНОГО
И КООРДИНИРОВАННОГО

УПРАВЛЕНИЯМНОГОСВЯЗНОЙСИСТЕМЫ

С целью упрощения решения поставлен-
ной задачи рассмотрим описание исходной
многосвязной системы в виде двух однотип-
ных подсистем. Для этого путем эквивалент-
ного преобразования ��� � ���, где матрица �

вычисляется по формуле:

� � ������ � � � � ��������� (3)

рассматривается гомеоморфная система, опи-
сываемая с помощью декомпозиционного ба-
зиса [4] переменных состояния со скалярным
входом в виде

���� � ������� 
 ����

���� � ������� 
 ����
(4)

где  — некоторый коэффициент (как прави-
ло,  � �).
Дальнейшее решение задачи синтеза мо-

дального и координированного управления
будем осуществлять относительно декомпо-
зиционного базиса переменных состояния
��� �

�
����� ����

�� .
Естественно заметить, что собственное

движение замкнутой системы координиро-
ванного управления определяется совмест-
ным распределением характеристических чи-
сел подсистем как модального, так и коорди-
нированного управления. Поэтому вначале (с
целью последующего упрощения решения за-
дачи) проведем анализ условия независимого
синтеза контуров модального и координиро-
ванного управления.
Поскольку динамическая координация

осуществляется относительно переменных
состояния исходного базиса пространства фа-
зовых координат, то, после перехода к деком-
позиционному базису пространства состо-
яний, необходимо определить соотношение
(линейную комбинацию) переменных состо-
яния ���� � ����� нового базиса, соответству-
ющее требуемому соотношению переменных
состояния исходного базиса: ��� � ���.

 

Рис. 1. Структурная схема двухканальной системы координированного управления многосвязным объектом
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Для начала определим вид вектора ошиб-
ки координации в переменных состояния но-
вого базиса, который будет представлен ли-
нейной зависимостью этих переменных в со-
ответствии с видом матрицы�. Для этого про-
изведем обратное преобразование:

�� � ������� (5)

Представим матрицу ��� в виде

��� �

�
�� ���� � � � �����

...
. . .

...
����� � � � ������

�
	
 �

�
��
��

�
�

где ��, �� — матрицы размерности�� �� ко-
эффициентов матрицы ��� перехода к исход-
ному базису пространства переменных состо-
яния. Тогда формулу (5) можно переписать в
следующем виде:�

���
���

�
�

�
��
��

�
���� ���

�
��� � ������

��� � ������
(6)

Поскольку в исходном базисе требуется
обеспечить равенство соответствующих пере-
менных состояния каналов многосвязной си-
стем, то вектор ошибки координации для ис-
ходного базиса будет выглядеть так:

�Æ � ��� � ��� � ������ ����� �

� ��� � ������ � � ���� (7)

где матрица � � ������� размерности����
получается из исходной матрицы ��� путем
эквивалентного преобразования:

� � �� � ���� (8)

где�� �

�
����

�� � �
� � � � 	
...
. . .

...
	 � � � �

�� � �
�� � � � 	
...

. . .
...

	 � � � ��

�
			

����

�

�
�
� ��

�
.

Умножение на матрицу общего вида �� ис-
ходной матрицы ��� размерности �� � ��,
обеспечивает ее преобразование к матрице �
размерности���� путем вычитания из пер-
вых � строк исходной матрицы вторые �
строк соответственно, что и эквивалентно вы-
числению разности ��� � ���.
Матрица � образует коэффициенты при

соответствующих векторах переменных со-
стояния объекта в новом базисе простран-
ства переменных состояния. Таким образом,

ее можно переписать в виде

� �
�
�� ��

�
�

где ��, �� — матрицы размерности � �� ко-
эффициентов при соответствующих перемен-
ных состояния ����, ����. Тогда формулу (7) мож-
но представить в следующем виде:

�Æ �
�
�� ��

�
�
�

����
����

�

или

�Æ � ������ 
 ������� (9)

Так как конечной целью динамической ко-
ординации является обеспечение тождества
�Æ � 	, следовательно, должно выполняться
условие

������ � ������

или

���� � ������ (10)

где� � ����� �� — матрица коэффициентов.
Далее, вводя в рассмотрение вектор оши-

бок координации ��Æ для декомпозиционного
базиса переменных состояния размерности�
в виде

�Æ � ���� �� � ����� (11)

синтез закона управления многосвязной си-
стемой будем проводить в виде

�� � ��	
�

���� � ��	Æ�
��Æ�

�� � ��	
�

���� � ��	Æ�
��Æ�

(12)

где ��	
�
, ��	

�

Æ� (� � �� �� — соответственно век-
тор строки размерности ��� коэффициентов
обратной связи в контурах модального управ-
ления и координации.
В соответствии с формулой (11) система

координированного управления в новом ба-
зисе примет вид��

�
���� � � ��� 
 ����	

�
����� � ���	�Æ�

��Æ�

���� � � ��� 
 ����	
�
����� 
 ���	�Æ�

��Æ�
(13)

Найдем общее дифференциальное уравне-
ние, связывающее декомпозиционный базис



6 СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

переменных состояния и ошибку координа-
ции. Вначале с учетом (11), (4) получим, что
производная по времени вектора ошибки ко-
ординации равна

��Æ � ���� �� � ���� � � ��� 
 ����	
�
����� �

� ���	�Æ�
��Æ ��� ��� 
 ����	

�
����� �����	�Æ�

��Æ� (14)

� и � ��� 



����	
�
� являются перестановочными, то систе-

му дифференциальных уравнений (14) мож-
но свести к виду

��Æ � � ��� 
 ��	
�
���Æ � �	�Æ�

��Æ ���	�Æ�
��Æ� (15)

От полученной формулы дифференциаль-
ного уравнения ошибки координации в ис-
ходном базисе пространства состояний (15),
системы уравнений (13) перейдем к агреги-
рованной векторно-матричной форме описа-
ния динамических свойств замкнутой систе-
мы управления относительно переменных со-
стояния и ошибки координации:�
��

��Æ
����
����

�
�� �

�
�� �Æ 	 	

����	�Æ �� 	
���	�Æ 	 ��

�
��
�
��

��Æ

����
����

�
�� �

(16)

где�Æ � ���

����	

�����	�Æ������	�Æ�,�� � ���

����	

�
.

Из уравнения (16) видно, что характери-
стический полином замкнутой системы ко-
ординированного управления в новом базисе
пространства переменных состояния равен:


��� � ������� ��� � ����	
�


 ���	�Æ� �����	�Æ���

�
�

������� ��� � ����	
�
� � 
�


�
�� (17)

т. е. равен произведению характеристических
полиномов систем модального 
� и коорди-
нированного управления 
�. Другими сло-
вами, добавление к объекту контура коорди-
нированного управления не влияет на рас-
пределение полюсов передаточной функции
системы с обратной связью по переменным
состояния, а лишь добавляет к этим полю-
сам свои. Таким образом, в рассматриваемом
случае можно сказать, что предлагаемая схе-
ма координированного управления не влия-
ет на устойчивость системы в целом, и, следо-
вательно, коэффициенты контура координи-
рованного управления могут быть определе-
ны не зависимо от характеристик модального

управления каналами системы. Этот резуль-
тат (в рамках заданных допущений) является
аналогом теоремы разделения [4], применяе-
мой для синтеза наблюдателей Льюнбергера.

3. СИНТЕЗМОДАЛЬНОГОУПРАВЛЕНИЯ
МНОГОСВЯЗНОЙСИСТЕМОЙ

После декомпозиции исходного много-
связного объекта задача синтеза модально-
го управления сводится к решению отдель-
ных задач синтеза модального управления
для каждого объекта с одним входом.
Пусть желаемый характеристический по-

лином 
���� замкнутой системы модального
управления можно представить в виде произ-
ведения полиномов


���� � 
�

����
�

����� (18)

где 
�

����, 
�

���� — соответственно желаемые
характеристические полиномы систем мо-
дального управления и координации. Пусть

��� — располагаемый характеристический
полином многосвязного объекта.
Поскольку изменения базиса с помощью

преобразования (5) не приводит к изменению
характеристического полинома объекта (си-
стемы), то можно рассматривать в качестве
располагаемого характеристического полино-
ма декомпозированного объекта, а 
�

���� — в
качестве желаемого характеристического по-
линома замкнутой декомпозированной систе-
мы. Так как полином 
��� по условию имеет
� различных корней кратности � � �, то он
может быть представлен в виде


��� � �det�Is�����
� �

��� 
 �����
��� 
 ��� 
 ���

� � �������
�

(19)

Для декомпозированной системы желае-
мый полином 
�

���� записать в виде


�

���� �

��
���

��� ��� �

�

��
���

��� 
 ��������
��� 
 ��� 
 ������� (20)

где ��� ���—желаемыйхарактеристическийпо-
рядка� полином �-й замкнутой подсистемы.

Матрица-строка ��	
�
коэффициентов в це-

пи обратной связи по переменным состояния,

В случае если пары матриц
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обеспечивающая желаемый характеристиче-
ский полином ��� ��� в �-й замкнутой подси-
стеме с одним управляющим воздействием
(рис. 1) (� � �� �� определяется достаточно
просто [4]. На самом деле для случая описа-
ния систем в канонической форме управляе-
мости коэффициенты главной обратной свя-
зи выбираются по формуле:

��	
�

� ��� � ��� �� � ��� � � � �� � ���� � (21)

где ��, ��� ; � � ��� — коэффициенты распола-
гаемого и желаемого характеристических по-
линомов соответственно;

Совокупность всех ��	
�
образует клеточно-

диагональную матрицу

�� �

�
�	� 	

	 �	�

�
����

(22)

коэффициентов в цепи главной (модаль-
ной) обратной связи по переменным состо-
яния объекта в новом базисе. Матрица ��
формирует составляющую закона модального
управления����, который обеспечивает равен-
ство характеристического полинома замкну-
той многосвязной системы желаемому:

��
���

det�Is� ��� 
 ��	
�
�� � 
�

����� (23)

Возвращаясь к исходному базису перемен-
ных состояния

K � �K�� (24)

искомую матрицу постоянных коэффициен-
тов в цепи обратной связи по переменным
состояния исходного многосвязного объекта,
являющуюся решением поставленной задачи.

4. СИНТЕЗ КООРДИНИРОВАННОГО
УПРАВЛЕНИЯМНОГОСВЯЗНЫМОБЪЕКТОМ

Вначале следует отметить, что в общем

случае пара матриц � и � ��� 
 ����	
�
� не явля-

ется перестановочной, что нарушает условие
независимости синтеза координированного и
модального управления. Тем не менее, в боль-
шинстве практических случаев (для систем
со слабыми голономными связями) в матрице
� преобладают элементы главной диагонали.
В этих случаях ее приближенно можно заме-
нить диагональной матрицей:

� � � � � � ��

где � —коэффициенты главной диагонали ма-
трицы � которые выбираются как среднеа-
рифметическое значение диагональных эле-
ментов матрицы� :

� �
�

�

��
���

����

Поскольку переменные состояния объек-
та управления в новом декомпозиционном ба-
зисе ��� являются линейной комбинацией пе-
ременных состояния в исходном базисе ��,
то, при условии наличия контура модального
управления, будет выполняться условие:

��� 	� �Æ � 	� ��� ����

Откуда ��� � ��� � 	, ��Æ � ���� � ���� � 	, при
���.
Следовательно, условия координации пе-

ременных состояния будут выполняться в
любом базисе переменных состояния. Недо-
статком такого подхода может явиться появ-
ление дополнительных статических и дина-
мических ошибок при соблюдении условия
координации (2).
Следовательно, в зависимости от вида ма-

трицы � предлагаются следующие методы
синтеза координированного управления:
1) коэффициенты главной диагонали ма-

трицы � примерно равны единице, а осталь-
ные элементы имеют значения на порядок
или несколько порядков меньше. Тогда ма-
трицу � можно приближенно заменить еди-
ничной матрицей� � � , то есть в новом бази-
се, как и в исходном, требуется обеспечить ра-
венство выходных переменных объекта ���� �
� ����.
В этом случае вектор ошибки координации

будет равен ��Æ � ���� � ���� и дифференциальное
уравнение, описывающее движение перемен-
ных состояния координации:

��Æ � ���� � ���� � � ��� 
 ��	
�

���Æ �
� ���	

�

Æ
��Æ � � ��� 
 ��	

� � ���	
�

Æ ���Æ� (25)

Как видно из формулы (25), координи-
рующее управление не зависит от характе-
ристик каналов управления и определяется
только значениями коэффициентов вектора
��	
�

Æ контура координированного управления.

��, получим
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После определения коэффициентов глав-
ной (модальной) обратной связи по перемен-
ным состояния объекта по формуле (24), ма-
трица свободного движения главного контура
управления принимает вид

�
��� 
 ��	

�
�

�

�
�����

	 � � � � 	

	 	 � � � 	
...

...
. . .

...
��� ��� � � � �����

�
����� �

(26)

Следовательно, коэффициенты обратной
связи в контуре координации декомпозици-
онного базиса пространства состояний, в со-
ответствии с формулой (25), могут быть неза-
висимо выбраны по виду желаемого характе-
ристического полинома 
�

���� контура коор-

динации. Коэффициенты вектора ��	
�

Æ выбира-
ются по формуле:

��	
�

Æ �
�

�

�
��� � �Æ� � � � ����� � �Æ���

�
� (27)

где �Æ� ; � � ��� — коэффициенты желаемого
характеристического полинома
�

���� � ���



 �Æ����
��� 
 � � � 
 �Æ�� контура координации.

Коэффициент �
� в (27) взят для компенсации

удвоенного значения матрицы коэффициен-
тов обратной связи контура координации.
Пусть матрица � также имеет коэффици-

енты главной диагонали, намного превыша-
ющие остальные, и при этом в новом бази-
се пространства переменных состояния необ-
ходимо обеспечить функциональную зависи-
мость между переменными состояния объек-
та управления: ���� � �����. В этом случае в
формуле (15) можно искусственно переста-
вить матрицу� , которая в результате примет
вид

�Æ � � ��� 
 ��	
� � �	�Æ� 
 �	�Æ����Æ (28)

Для системы в новом базисе пространства
переменных состояния необходимо обеспе-
чить желаемое расположение корней характе-
ристического полинома контура координиро-
ванного управления, то есть заданное движе-
ние ошибки координации. Следовательно, ко-
эффициенты обратной связи в новом базисе
выбираются таким образом, чтобы соблюда-
лось отношение (26). Таким образом, исходя
из вышесказанного, можно записать следую-
щую систему уравнений:��

��	�Æ� � ��	
�

Æ �

�	�Æ�� � ��	
�

Æ �

откуда получим:��
�

�	�Æ� � ��	
�

Æ �

�	�Æ� � ��	
�

Æ �����
(29)

Следовательно, для компенсации пере-
крестных связей на входе системы, необхо-
димо преобразовать коэффициенты обратной
связи контура координации в соответствии с
формулами (27) и (29).

4. ПРИМЕР

Рассмотрим полностью управляемый (по
Р. Калману) многосвязный объект, опреде-
ляемый парой матриц (A,B) вида

� �

�
����

	 � 	 	

	 �� 	 	

	 	 	 �

	 	 	 ��

�
			
 � � �

�
����

	� � 	� ��

� 	� �

	� � 	� �

	� �� �

�
			
 �

Векторы переменных состояния первого
��� � ����� ����

� и второго ��� � ����� ����
� ка-

налов, образуют в совокупности вектор �� �

� ����� ����
� Векторы задающих воздействий

первого и второго каналов обозначим соот-
ветственно: ��� �

�
����� �

�
��

�
и ��� �

�
����� �

�
��

�
,

вектор управляющих воздействий - �� �

� ���� ���
� .

Минимальный характеристический поли-
ном первого и второго каналов объекта управ-
ления определяется матрицей�� и равен

����� � �� 
 ���

Необходимо синтезировать супервизор-
ную систему координированного управления.
В качестве желаемых характеристических по-
линомов первого и второго каналов модаль-
ного управления выберем следующий:


�

���� � ��� 
 ��� 
 �����

Для каналов координированного управле-
ния, обеспечивающих поддержание заданных
функциональных зависимостей между соот-
ветствующими переменными состояния кана-
лов ��� � ���, выберем (в качестве желаемо-
го) характеристический полином следующего
вида:


�

���� � �� 
 ���
 ���
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Рис. 2. Переходный процесс в системе с координацией (переменные состояния ��� ���� ���
и без координированного управления (переменные состояния ���� ���� ����

Желаемые характеристические полиномы
позволяют обеспечить (для каждого канала
модального управления) время регулирова-
ния не более 5–6 с. Для контура координи-
рованного управления время регулирования
должно составлять не более 1 с.
Изучаемая система является многосвяз-

ной и, следовательно, на начальном этапе про-
ведем ее декомпозицию. Декомпозиционную
пару матриц ���� �� будем задавать в канони-
ческой управляемой форме в виде

�� �

�
����

	 � 	 	

	 �� 	 	

	 	 	 �

	 	 	 ��

�
			
 � �� �

�
����

	 	

� 	

	 	

	 �

�
			
 �

Матрица перехода к новому базису � вы-
числяется по формуле (3):

� �

�
����

	��	� ����� � �	�� �	���� �	�	��

	 	��	� 	 �	�	�

�	���� �	�	� 	���� �	�	��

	 �	�	�� 	 	��	�

�
			
 �

В новом базисе матрица, обеспечиваю-
щая желаемое расположение корней харак-
теристического полинома замкнутой систе-
мы модального управления определяется раз-
ностью соответствующих коэффициентов ис-
ходного и желаемых характеристических по-
линомов, что должно обеспечить при добавле-
нии обратной связи желаемое расположение
корней характеристических полиномов. Та-
ким образом, матрица �� управляющего воз-
действия в новом базисе имеет вид

�� �

�

�
�� � ���� �� � ���� 	 	

	 	 ��� � ��� ��� � ���

�
�
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�

�
��� ��	 	 	

	 	 ��� ��	

�
�

Далее по формуле (24) определяем ис-
комую матрицу � коэффициентов главной
обратной связи по переменным состояния
многосвязной системы:

� �

�
������ ���	�� ����� ��	��

����� ��	�� ���	�� ������

�
�

Коэффициенты обратной связи контура
координации выбираются по формуле (27):

��	
�

Æ �
�

�

�
��� � �Æ� �

�

� � �Æ�

�
� ���� � �� �

По формуле (15) находим матрицу обрат-
ного преобразования� :

� �

�
������ �	��

	 �	����

�
�

��� �

�
�	���� 	�	��

	 ���	��

�
�

Нетрудно видеть, что для данной системы
коэффициенты главной диагонали матрицы
� значительно больше остальных коэффици-
ентов матрицы, что позволяет говорить о воз-
можности ее рассмотрения в качестве пере-
становочной (квазиперестановочной). Тогда
по формуле (29) найдем искомые коэффици-
енты обратной связи по контуру координиро-
ванного управления�

�	�Æ� � ���� � �� �
�	�Æ� � �����	��	����� �

Для проведения модельного эксперимента
положим, что начальные условия системы от-
личны от нуля и равны ��� � �, ��� � �, ��� � �,
��� � �.
На рис. 2 приведены графики изменения

управляемых координат для системы с кон-
туром координации ��� � � � � ��, и для систе-
мы, в которой присутствует только контур
модального управления с идентичными ко-
эффициентами главной обратной связи � �
� ���� � � � � ���.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена процедура синтеза контура
координированного управления на основе
желаемых динамических свойств контуров
управления и координации. Показано, что

для определенного класса задач коэффициен-
ты обратной связи контура координации мо-
гут быть выбраны независимо от коэффици-
ентов главной обратной связи по перемен-
ным состояния, что дает возможность выби-
рать любые требуемые динамические харак-
теристики контура координации.
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