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В статье рассмотрено исследование динамических характеристик 
ной кинематики как одного из перспективных видов металлообрабатывающего оборудования. При разработке математической 
модели динамической системы использованы фундаментальные положения механики, теории кол
ленные методы анализа и математического программирования. 
жесткость системы; математическая

 
 

    ВВЕДЕНИЕ 

Для разработки математической
намической системы принимается
ский чертеж моделируемого

(рис. 1) [1, 2]. 
 

Рис. 1. Механизм со структурой

При составлении расчетной схемы
ческой системы приняты допущения

Для разработки расчетной схемы
дено сокращение количества деталей
мых в нее, т. е. уменьшение числа степеней
боды. Зазоры в подвижных соединениях
тываем. 
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считаем недеформируемыми
являются шесть опор (тяг).

Начало координат выбрано
ском центре неподвижной платформы

Положение центра масс
нено (вылет шпинделя, положение
Эти изменения учитываем заданием

до цента тяжести подвижной
YM, ZM. 

За обобщенные координаты
перемещения по осям X, 
ворота φ, ψ, θ подвижной
соответствующих осей. За
правление вращения принимается

против часовой стрелки, если
соответствующей оси. Платформа
сосредоточенными нагрузками
натных осей Px, Py, Pz и моментами
Mz. 

При вычислении потенциальной

системы не учитываем силы
ем потенциальную энергию
ческого равновесия равной нулю

Неподвижная система координат

совмещена с геометрическим
вижной платформы в положении
го равновесия. 

Подвижная система X
с массивом, ее начало во время
падает с центром тяжести.

В математической модели
низма представлены в виде элементарных

мов с определенными инерционными
ристиками. 

При этих допущениях рассматриваются

лебания по шести координатным
и расчетная схема динамической
формы может быть представлена
виде (рис. 2). 
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Рис. 2. Расчетная схема 

По теореме Кенига, кинетическая энергия 
подвижной платформы,  
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где mi и Ji – массы и моменты инерции. 
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Так как координатные оси выбраны как 
главные оси инерции, то все центробежные мо-
менты инерции обращаются в нуль. 

Выражение кинетической энергии системы: 
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Потенциальная энергия данного механизма 
определяется, как энергия деформации шести 
опор и представлена выражением: 
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где с – жесткость i-го стержня; ∆ – деформация 
i-го стержня, i – количество стержней 
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Рис. 3. Расчетная схема опоры 

Деформация i-го стержня (рис. 3) 

,1 iii SSS −=∆     (5) 

где S1i – длина стержня после деформации, Si – 
длина стержня до деформации. 
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или раскрывая скобки запишем: 
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где Xi, Yi, Zi – координаты закрепления стержня 
(шарниров) на неподвижном основании, iX ′ ,  

iY′ , iZ′  – координаты закрепления стержня 
(шарниров) на подвижной платформе. В выра-
жении (7), пренебрегая переменными второго 

порядка малости 222 ,, iii ZYX ∆∆∆ , запишем: 
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Принимая во внимание, что iii SSS ∆+=1  
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Преобразуя выражение (8) и пренебрегая 
переменными второго порядка малости 2

iS∆ , 
получим: 
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Тогда для стержня изменения положения 

координат верхнего шарнира на подвижной 
платформе (при Z = 0, шарниры лежат в плоско-
сти XOZ) опишутся зависимостями: 
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где X, Y, Z – координаты закрепления опор 
(шарниров) на подвижной платформе. Исходя 
из выше изложенного, составим матрицу инер-
ции 
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и матрицу жесткости 
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КОЛЕБАНИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ МЕХАНИЗМА 

Для удобства решения дифференциальные 
уравнения колебаний системы запишем в мат-
ричном виде: 

)}({}{}{ tPqcqa iii =⋅+⋅ ɺɺ ,          (14) 

 

где a
 – матрица коэффициентов инерции; 

c
 – матрица коэффициентов жесткости; 

)}({ tPi  – матрица обобщенных возмущающих 
сил. 

Решение системы неоднородных дифферен-
циальных уравнений (14) нужно искать в виде:  

,ч.но.оo.н qqq +=         (15) 

где о.оq  − общее решение системы однородных 

дифференциальных уравнений, ч.нq  – частное 
решение системы неоднородных дифференци-
альных уравнений. Общее решение системы 
однородных дифференциальных уравнений о.нq . 
описывает свободные колебания системы 
и представляет интерес при исследовании резо-
нансных явлений в системе. С помощью данной 
системы уравнений можно исследовать зависи-
мость собственных частот системы от различ-
ных ее параметров.  

Решение системы частных неоднородных 
дифференциальных уравнений позволяет опре-
делить амплитуды вынужденных колебаний 
элементов расчетной схемы по обобщенным 
координатам. Решение данной системы может 
представлять интерес при исследовании колеба-
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ний элементов расчетной схемы в результате 
действия периодической вынуждающей силы.  

Решение системы общих однородных диф-
ференциальных уравнений и определение соб-
ственных частот. Данная система в матричной 
записи имеет вид: 
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или 
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Представим частные решения этих уравне-
ний в виде гармоничной функции: qi = 

),βsin( += ktAi  тогда =+−= )βsin(2 ktAkq ii   
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Система алгебраических уравнений имеет 
следующий вид: 
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Приравнивая нулю, определитель матрицы, 
входящий в уравнение (18), получаем: 
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и раскрывая его, получим частотное уравнение: 

0λλλλλλ 65
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Решая полином путем разложения, в про-
граммном пакете MATLAB можно легко найти 

все значения λ, а значит и собственные частоты 

i

ik
λ

1= . 

ИССЛЕДОВАНИЯ СВОБОДНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ 

Целью данного этапа исследований является 
определение собственных частот и их зависи-
мость от различных параметров системы. В ос-
нову исследований положено решение системы 
общих однородных уравнений при помощи па-
кета MATLAB для определения собственных 
частот системы, определяются корни полинома 
с помощью встроенной функции MATLAB λ = 
= roots(poly(B)), где POLY – вычисление харак-
теристического полинома; ROOTS – вычисле-
ние корней полинома. 

В качестве исходных данных при математи-
ческом моделировании используются результа-
ты экспериментов (данные по жесткости опор, 
геометрические размеры, масса) [3]. 

Для исследования системы на возможность 
появления резонансных явлений при различных 
видах и режимах обработки, а также различных 
параметрах системы, осуществляем определе-
ние зависимостей собственных частот от раз-
личных параметров системы (массы, жесткости 
опор, вылета подвижной платформы, диаметра 
опор). 

Для этого осуществляется построение гра-
фиков при многократном определении корней 
полинома описанным выше способом при изме-
нении одного из входных параметров системы 
(масса, жесткость, вылет). 

В пакете MATLAB данные действия выпол-
няются командой построения графика Plot. 

Результаты исследований представлены на 
графиках рис. 4−8. 

 
ИССЛЕДОВАНИЯ ВЫНУЖДЕННЫХ 

 КОЛЕБАНИЙ 

Исследование вынужденных колебаний 
осуществляется решением системы неоднород-
ных алгебраических уравнений. Данная система 
имеет вид: 

][][][ 2
ii QBac =⋅ω− ,          (21) 

где Bi – амплитуды вынужденных колебаний 
элементов расчетной схемы; Qi – внешняя сила 
на соответствующие элементы. 

 
 
 



 
ДИН АМ ИКА ,  ПРО ЧН ОСТ Ь М А ШИН ,  ПР И БОРО В И А П ПА РАТУР Ы  124 

 
Рис. 4. Зависимость собственных частот системы от высоты подвижной платформы по оси Z 

 
Рис. 5. Зависимость собственных частот системы от жесткости опор при высоте подвижной платформы 

H = 0,5 м 

 
Рис. 6. Зависимость собственных частот системы от диаметра опор при H = 0,5 м 

 
Рис. 7. Зависимость собственных частот системы от положения подвижной платформы по оси X  

при H = 0,5 м, D = 20 мм 
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Рис. 8. Зависимость собственных частот системы от положения подвижной платформы по оси Y  

при H = 0,5 м, D = 20 мм 

Для решения данной системы использовался 
MATLAB. Результаты исследований представ-
лены на графиках рис. 9−22. 

 

 
Рис. 9. Зависимость амплитуд вынужденных 
колебаний «А» от жесткости опор «С» при 

следующих параметрах системы:  
(f = 10 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 

 
Рис. 10. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от жесткости 
опор «С» при следующих параметрах 

системы:  
(f = 50 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м)

 
Рис. 11. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от жесткости 
опор «С» при следующих параметрах 

системы:  
(f = 100 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 

 

 
Рис. 12. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от жесткости 
опор «С» при следующих параметрах 

системы (f = 150 Гц, Pz = Py = Px = 300 H,  
Mz = 10 H/м) 
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Рис. 13. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от диаметра 
опор «D» при следующих параметрах 

системы: 
(f = 10 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м 

 
Рис. 14. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от диаметра 
опор «D» при следующих параметрах 

системы: 
(f = 50 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 

 
Рис. 15. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от диаметра 
опор «D» при следующих параметрах 

системы:  
(f = 100 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 

 
Рис. 16. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от диаметра 
опор «D» при следующих параметрах 

системы:  
(f = 150 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м)  

 
Рис. 17. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от вылета 
подвижной опоры по оси Z при следующих 

параметрах системы: 
(f = 10 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 

 
Рис. 18. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от вылета 
подвижной опоры по оси Z при следующих 

параметрах системы: 
(f = 50 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 
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Рис. 19. Зависимость амплитуд 
вынужденных колебаний «А» от вылета 

подвижной опоры по оси Z при следующих 
параметрах системы (f = 100 Гц, Pz = Py = Px 

= 300 H, Mz = 10 H/м) 

 

 
Рис. 20. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от вылета 
подвижной опоры по оси Z при следующих 

параметрах системы:  
(f =150 Гц, Pz = Py = Px = 300 H, Mz = 10 H/м) 

 
Рис. 21. Зависимость амплитуд 

вынужденных колебаний «А» от вылета 
подвижной опоры по оси Z при следующих 

параметрах системы: 
(f = 100 Гц, Pz = Py = Px = 100 H, Mz = 10 H/м) 

 

Рис. 22.Зависимость амплитуд 
вынужденных колебаний «А» от вылета 

подвижной опоры по оси Z при следующих 
параметрах системы:  

(f = 100 Гц, Pz = Py = Px = 400 H, Mz = 10 H/м) 

ВЫВОДЫ 

При увеличении высоты механизма (по  
оси Z) собственные частоты уменьшаются, что 
снижает жесткость механизма. 

При увеличении собственных частот и диа-
метра опор жесткость механизма увеличивается. 

Резонансная зона возникает: при частоте  
k3 = 155 Гц и Х = 0,2 м, k4 = 480 Гц и X = 0,1 м, 
k5 = 650 Гц и X = 0,2, k6 = 690 Гц и X = 0,1 м, 
что говорит о нежелательном перемещении ме-
ханизма по оси Х на интервал X = 0,1…0,2 м. 

Резонансная зона возникает: при частоте 
k4 = 430 Гц и Y = 0,1 м, k5 = 620 Гц и Y = −0,1 м, 
k6 = 720 Гц и Y = −0,2 м, что говорит о нежела-
тельном перемещении механизма по оси Y на 
интервал X = −0,2…0,1 м. 

Анализ результатов исследований вынуж-
денных колебаний показывает, что наименьшая 
амплитуда имеет место вдоль оси Z на рассмот-
ренном диапазоне жесткости (диаметров) и при 
частотах вынуждающей силы равной 10, 50, 
100, 150 Гц.  

Амплитуда колебаний по осям X, Y (гори-
зонтальные оси) находятся в интервале  
от 0,1…1 мм и в зависимости от частоты выну-
ждающей силы имеет различный характер: при 
частоте 10 Гц с увеличением жесткости резко 
убывает, а при частотах 100, 150 Гц амплитуда 
минимальная 0,1…0,3 мм и изменяется незна-
чительно в пределах 0,02 мм. Амплитуды кру-
тильных колебаний относительно осей X, Y, Z 
имеют зависимости аналогичные линейным 
и находятся в диапазоне от 6·10-5 до 0,01 рад. 
При изменении вылета подвижной платформы 
по оси Z наименьшая амплитуда имеет место по 
оси X, Z (при частотах 50…150 Гц). Амплитуды 
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колебаний по осям X, Y (при частоте 10 Гц) из-
меняются в интервале от 0,5 до 20 мм. 

При увеличении возмущающих сил до  
400 Н амплитуда по оси Y носит резонансный 
характер.  

Таким образом, рассмотренное оборудова-
ние имеет наибольшую виброустойчивость 
и наименьшую погрешность от вибросмещений 
по оси Z. Колебания по осям X, Y и крутильные 
колебания требуют тщательного расчета конст-
рукторско-технологических параметров. 
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