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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОГО СИГНАЛА НА ВЫХОДЕ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

Получены выражения для определения распределений эргодического случайного сигнала на выходе линейной инерционной 
системы по реализации входного сигнала. Инерционная система; случайный сигнал; распределение на выходе  

 
 

 
Нахождение характеристик сигнала на вы-

ходе системы по известным параметрам входно-
го сигнала и характеристикам системы является 
весьма распространеной задачей анализа. 

В установившемся режиме сигнал z(t) 
на выходе системы описывается интегралом 
Дюамеля [1, 2], который иногда называют 
сверткой, 
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где x(t) – входной сигнал, а w(t) – импульсная 
переходная характеристика системы; t – теку-
щее время. 

Из выражения (1) следует, что для эргодиче-
ских случайных процессов на входе системы 
с математическим ожиданием mx и корреляци-
онной функцией Rx(t2 – t1) математическое ожи-
дание mz, корреляционная Rz(t2 – t1) и взаимо-
корреляционная Rxz(t2 – t1) функции выходного 
сигнала равны [1, 2]: 
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где k – коэффициент усиления системы. 
Аналогичные соотношения для распределе-

ний выходного сигнала отсутствуют. Известно 
лишь следующее. Если полоса пропускания 
системы существенно шире спектра входного 
сигнала, то она рассматривается как усилитель 
входного сигнала и распределение выходного 
сигнала с точностью до коэффициента повторя-
ет распределение входного сигнала. При полосе 
пропускания системы меньшей по сравнению со 
спектром входного сигнала, система рассматри-
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вается как фильтр, который нормализует вы-
ходной процесс, т. е. делает его закон распреде-
ления близким нормальному [3]. 

Известно и более строгое решение, бази-
рующееся на разложении распределения вход-
ного случайного сигнала на конечное число 
нормальных распределений. В результате рас-
пределение входного сигнала называется поли-
гауссовским. Поскольку нормальный закон рас-
пределения инвариантен к линейным преобра-
зованиям, то выходной процесс системы рас-
сматривается как суперпозиция нормальных 
законов разложения, каждый из которых явля-
ется трансформацией своего входного распре-
деления [4]. 

Оба решения являются приближенными 
и затрудняют синтез систем высшего качества. 
В статье предлагается корректное решение этой 
задачи. 

Одномерная плотность распределения веро-
ятности w1[Z] выходного сигнала z(t), обладаю-
щего эргодическим свойством, определена 
в виде [2, 5] 
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функция  Дирака [2]; Z – аргумент плотности 
вероятности; 2T –длительность реализации. 

Подставив значение z(t) (1) в это выражение, 
окончательно получим 

[ ] ( ) ( ) .νννδ
2
1

lim1 ∫ ∫
− ∞−∞→









−−=

T

T

t

T
dtdxtwZ

T
Zw    (5) 

Из выражения (5) следует, что одномерное 
распределение вероятности w1[Z] выходного 
процесса системы, обладающего эргодическим 
свойством,  
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функция [2]. 
Из выражений (5) и (6) видно, что распреде-

ления выходного процесса линейной системы, 
удовлетворяющие эргодическому свойству, оп-
ределяются реализацией входного сигнала сис-
темы, а не его распределением. 

По определению математическое ожидание 
выходного сигнала [2, 6] 
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Подставив в это выражение значение (2) 

и поменяв последовательность интегрирования, 
получим 
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С учетом фильтрующего свойства дельта-
функции δ[.]  [2] 
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Поменяв вторично порядок интегрирования, 
и, учитывая эргодическое свойство входного 
сигнала x(t) системы, окончательно будем иметь 
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При выводе выражения (7) учтено, что для 
переходной функции физически реализуемой 
инерционной системы h(0) = 0, а h(∞) = k.  

Полученное выражение (7) полностью сов-
падает с определением (2). 

Аналогично для двумерных плотности рас-
пределения вероятности w2[Z1; Z2, τ12] и распре-
деления вероятности W2[Z1; Z2, τ12]  при конеч-
ном τ12: 
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По определению корреляционная функция 
Rz(τ12) выходного сигнала системы [2, 6] 
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Подставив в него значение (8) и проделав 
аналогичные преобразования, получим 
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Сравнивая это выражение с определением 
(3), можно убедиться, что они совпадают при t = 
t1, t + τ12 = t2, v1 = τ1 и v2 = τ1.    

Взаимные плотность распределения вероят-
ности и распределение вероятности W2[X; Z, τ] 
определим как: 
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Можно показать для выражения (9), что 
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Сравнивая его со значением (4) видим, что 

они совпадают при t = t1, t + τ = t2 и v = τ2. 
Обобщая полученный результат, определим 

n-мерные плотность распределения вероятности 
wn[Z1; Z2, τ12;…; Zn, τ1n] и распределение вероят-
ности Wn[Z1; Z2, τ12;…; Zn, τ1n] эргодических слу-
чайных процессов на выходе системы в виде: 
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На практике реализации x(t) и z(t) случай-
ных сигналов неизвестны и вместо них в полу-
ченных выражениях берутся оценки <x(t)> 
и <z(t)>. Кроме того, длительность 2T реализа-
ции процессов конечна, как и нижний предел 
интеграла Дюамеля, который обозначим через 
t0. Поэтому вместо дельта функции δ[.]  в выра-
жении (5) воспользуемся одномерной условной 
плотностью вероятности  
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Тогда оценка одномерной плотности веро-
ятности [2] 
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Математическое ожидание mδw(Z) и корре-
ляционная функция Rδw(Z1, Z2) этой оценки рав-
ны: 
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Аналогично находятся характеристики по-
грешностей для оценок двумерных плотностей 
распределений вероятностей <w2[Z1; Z2, τ12]> 
и <w2[X; Z, τ]>. 

Согласно определению (10) оценка n-
мерной плотности распределения вероятности 
<wn[Z1; Z2, τ12;…; Zn, τ1n]> 

при |τ12| ≤ |τ13| ≤…≤ |τ1n|   
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Математическое ожидание mδw(Z1; Z2, τ12;…; 
Zn, τ1n) и корреляционная функция Rδw(Z11; Z21, 
τ12-1;…; Zn1, τ1n-1; Z12; Z22, τ12-2;…; Zn2, τ1n-2) этой 
оценки равны: 
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Аналогично находятся оценки распределе-
ний вероятностей и характеристик их погреш-
ностей. 

Таким образом, распределение эргодическо-
го случайного процесса на выходе линейной 
инерционной системы определяется ее фильт-
рующим свойством и реализацией входного 
сигнала. Другими словами, располагая реализа-
цией входного сигнала и динамическими харак-
теристиками системы с помощью полученных 
в работе выражений можно найти распределе-
ния и моментные характеристики выходного 
сигнала системы. 
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