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Аннотация. Посвящена описанию решений дифференциальных уравнений второго 
порядка и построение частотных характеристик с помощью встроенных в среду мате-
матического моделирования Matlab численных решателей ode, возможных числен-
ных методов решения ОДУ. Рассматриваются такие решатели как ode23, ode45  
и ode113. 
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Вынужденные колебания − колебания, 

происходящие под воздействием внешних 

периодических сил. Анализ вынужденных 

колебаний проводится для предсказания по-

ведения конструкции (например, струны, 

стержня или длинных трубчатых костей) 

под действием внешних воздействий, изме-

няющихся по гармоническому закону. 

Внешние воздействия включают в себя си-

ловое и/или кинематическое возбуждение. 

Кроме того, может учитываться влияние 

демпфирования системы. 

Автоколебания отличаются от вынуж-

денных колебаний тем, что последние вы-

званы периодическим внешним воздействи-

ем и происходят с частотой этого воздей-

ствия, в то время как возникновение автоко-

лебаний и их частота определяются 

внутренними свойствами самой автоколеба-

тельной системы. Для того чтобы неконсер-

вативная система совершала незатухающие 

колебания, к ней необходимо внешнюю си-

лу, и эта сила должна быть периодической.  

Уравнение динамики будет иметь вид: 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 2δ𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ω0

2𝑥 =
𝐹𝑚

𝑚
cos(ω𝑏𝑡),  

где δ𝑘 – декремент колебаний (декремент 

затуханий); 

 

ω0 – собственная круговая частота; 

ω𝑏 – частота внешней силы; 

𝐹𝑚 – внешняя сила; 

m – масса. 

Для того чтобы решить уравнение дина-

мики, дифференциальное уравнение второго 

порядка, было принято решение использо-

вать среду математического моделирования 

Matlab. В Matlab применяются решатели, 

возможные численных методов решения 

ОДУ. Решатели реализуют следующие ме-

тоды решения систем дифференциальных 

уравнений: 

ode45 − одношаговые явные методы 

Рунге-Кутта 4-го и 5-го порядка. Это клас-

сический метод, рекомендуемый для 

начальной пробы решения. Во многих слу-

чаях он дает хорошие результаты; 

ode23 − одношаговые явные методы 

Рунге–Кутта 2-го и 4-го порядка. При уме-

ренной жесткости системы ОДУ и низких 

требованиях к точности этот метод может 

дать выигрыш в скорости решения; 

ode113 − многошаговый метод Адамса-

Башворта-Мултона переменного порядка. 

Это адаптивный метод, который может 

обеспечить высокую точность решения. 

Рассмотрим для примера ode45, так как 

этот метод является средним по скорости и 
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точности вычисления. Обращение к ode45 

выполняется следующим образом: 

[T,Y] = ode45(ODEFUN,TSPAN,Y0). 

Входные параметры процедуры ode45( ): 

− ODEFUN − имя функции (в виде 

строчной переменной), задающей правую 

часть системы дифференциальных уравне-

ний. 

− TSPAN − вектор, задающий интервал 

изменения независимой переменной; - T0 − 

начальная точка; 

− Y0 − вектор начальных значений зави-

симых переменных. 

Выходные параметры ode45( ): 

− T − вектор, содержащий отсчеты аргу-

мента в точках решения; 

− Y − массив, содержащий вычисленные 

значения u и u' в точках, соответствующих 

отсчетам независимой переменной в T. 

Требования к точности и другие пара-

метры численного решения задаются в 

MatLab по умолчанию. Изменить эти 

настройки позволяет дополнительный аргу-

мент OPTIONS. 

Файл-функция в Matlab – текстовый 

файл в расширением .m. Знаком % начина-

ются комментарии. Вызываться такая функ-

ция может из другой программы, функции. 

Далее приведено решение дифференци-

ального уравнения второго порядка.  

Файл-функция: 

function dxdt = diffsys(t, x, wb) 

% обозначения: 

% x(1) -> x(t) (искомая функция) 

% x(2) -> dx/dt (производная) 

% dxdt(1,1) -> dx/dt (первая производная) 

% dxdt(2,1) -> d2x/dt2 (вторая производ-

ная) 

sk = 0.175; 

w0 = 0.1; 

fm = 0.5; 

m = 0.3; 

dxdt(1,1) = x(2);  

dxdt(2,1) = (fm/m)*cos(wb*t)-2*sk*x(2)-

w0*w0*x(1);  

end 

Вызов из командного окна: 

tk = [0 500]; % диапазон времени 

x0 = [0 0]; % начальные значения функ-

ции и производной 

for wb = 0.1:0.1:0.5 

disp(wb) 

[T X] = ode(@(t,y)diffsys(t,y,wb),tk,x0); % 

вызов функции 

 figure 

plot(T,X) % график 

title(['For wb = ' wb]) 

grid on % сетка 

 legend('x(t)','dx/dt') % подпись кривых 

 xlabel('t') % подпись осей 

ylabel('x') 

end 

Тогда для решателя ode23 решение в 

графическом виде (рис. 1). 

 
Рис. 1. Решение уравнение  

с помощью решателя ode23 

Для решателя ode45 решение в графиче-

ском виде (рис. 2). 

 

Рис. 2. Решение уравнения  

с помощью решателя ode45 

Для решателя ode113 решение в графи-

ческом виде (рис. 3). 
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Рис. 3. Решение уравнения  

с помощью решателя ode113 

Далее построим частотные характери-

стики на основе полученного решения.  

Общий вид текста программы: 

N_step = 1000; 

tk = [0 1000]; % диапазон времени 

x0 = [0 0]; % начальные значения функ-

ции и производной 

fm = 0.5;  

m = 0.28;  

f0 = fm/m; 

FR = zeros(N_step,1); 

i = 1; 

lb = 0.1; 

w = linspace(lb,2.5,N_step); 

for wb = lb:(2.5/N_step):2.5 

    [T, X] = 

ode(@(t,y)diffsys(t,y,wb,f0),tk,x0); % вызов 

функции 

    N = size(T); 

    x1 = f0*cos(wb*T); 

    x2 = X(1:N(1),1); 

    FR(i) = max(x2(100:1000)) / 

max(x1(100:1000)); 

    i=i+1;  

end 

figure 

plot(w,FR) % график 

grid on % сетка 

legend('ampl') % подпись кривых 

xlabel('w') % подпись осей 

ylabel('fr') 

Текст программы функции diffsys: 

 

 

function dxdt = diffsys(t, x, wb, f0) 

sk = 0.175;  

w0 = 1; 

dxdt(1,1) = x(2);  

dxdt(2,1) = f0*cos(wb*t)-2*sk*x(2)-

w0*w0*x(1);  

end 

Тогда для решателя ode23 решение в 

графическом виде (рис. 4). 

 

Рис. 4. Кривая частотных характеристик,  

полученная с помощью решателя ode23 

Для решателя ode45 решение в графиче-

ском виде (рис. 5). 

 

Рис. 5. Кривая частотных характеристик, 

 полученная с помощью решателя ode45 

Для решателя ode113 решение в графи-

ческом виде (рис. 6). 
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Рис. 6. Кривая частотных характеристик,  

полученная с помощью решателя ode113 

По данным графикам можно сделать 

вывод, что решатели при высоких значени-

ях времени и шагов дают примерно схожие 

решения, но решения ode113 дает самый 

точный результат из всех трех. 

 

Исследование выполнено при поддерж-

ке РФФИ в рамках научного проекта   

№ 17-48-020074. 
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