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Аннотация. Для дробно-дифференциальной модели радиальной фильтрации строит-
ся приближение в виде дифференциального уравнения с малым параметром, выде-
ленным из порядка дробного дифференцирования. Для построенного приближенно-
го уравнения находятся приближенные симметрии и интегрирующий множитель. 
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1ВВЕДЕНИЕ 

Концепция групп преобразований для 

интегрирования обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений произвольного 

порядка, а также уравнений в частных 

производных была впервые использована 

выдающимся норвежским математиком 

Софусом Ли. Им были сформулированы 

основы группового анализа [1], мощный 

аппарат которого является единственным 

универсальным методом, позволяющим 

решать нелинейные дифференциальные 

уравнения аналитически. 

После развития основ теории дробного 

интегро-дифференцирования [2], внимание 

было переключено на его практическое 

применение. Задача моделирования 

аномальных процессов, протекающих 

в сложных структурах, описывается именно 

дробно-дифференциальными уравнениями. 

Поэтому закономерно, что разработка ме-

тодов исследования качественных свойств 

нелинейных дробно-дифференциальных мо-

делей является актуальной задачей. На 

данный момент базовые методы группового 

анализа, как эффективного аппарата 

в области решения дифференциальных 
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уравнений, были успешно распространены 

на уравнения с различными видами 

дробных производных [3, 4]. 

Однако допускаемая дробно-

дифференциальными уравнениями группа 

точечных преобразований, почти всегда, 

оказывается меньше группы аналогичного 

уравнения с производными целого порядка. 

Одним из возможных подходов к 

нахождению дополнительных симметрий 

является переход к их приближенным 

аналогам [5, 6]. 

Целью данной работы является 

построение приближенного аналога для 

дробно-дифференциального уравнения 

фильтрации и нахождение приближенной 

группы преобразований этого уравнения на 

основе известной точной группы, также 

используется методика нахождения 

интегрирующего множителя через 

сопряженное уравнение [7]. 

ПОСТРОЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО 

УРАВНЕНИЯ 

Рассматривается стационарное урав-

нение радиальной фильтрации 

 0𝐷𝑥
α (𝑥α−1

𝑥
𝐶

𝐷∞
α 𝑦) = 0, α ∈ (0,1),    (1) 
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где 𝑦 = 𝑦(𝑥),    0𝐷𝑥
α𝑦 — левосторонняя 

дробная производная Римана-Лиувилля [2] 

порядка α,  𝑥
𝐶𝐷∞

α 𝑦 — правосторонняя 

дробная производная Капуто [2] порядка α. 

Решается задача построения 

приближенного аналога для уравнения (1) 

при α = 1 − ε, где ε – малый параметр  

(0 < ε ≪ 1).  

Разложение левосторонней дробной 

производной Римана-Лиувилля в ряд по 

малому параметру известно [5] и имеет вид 

 0𝐷𝑥
1− 𝑓(𝑥) = 𝑓′ − ε [

𝑓

𝑥
+ 𝑓′(ψ(2) − ln𝑥) + 

+ ∑

∞

,
𝑘=2

(−𝑥)𝑘−1

(𝑘 − 1)𝑘!
𝐷𝑥

𝑘𝑓] + 𝑂(ε2),   (2) 

где ψ(2) = 1 − γ и γ ≈ 0,577 … – 

постоянная Эйлера. 

Используя разложение (2), левую часть 

уравнения (1) при 𝛼 = 1 − 𝜀 можно 

представить как 

 0𝐷𝑥
1− (𝑥−

𝑥
𝐶𝐷∞

1− 𝑦) = 

= (−ε)𝑥−1−
𝑥
𝐶

𝐷∞
1− 𝑦 + 𝑥−

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥

𝐶𝐷∞
1− 𝑦) − 

−ε [−
𝑦′

𝑥
+ (1 − 𝛾 − ln𝑥)𝑦′′ − 

− ∑

∞

𝑘=2

(−𝑥)𝑘−1𝐷𝑥
𝑘+1𝑦

(𝑘 − 1)𝑘!
]. 

Разложение дробной производной 

Капуто в ряд по малому параметру известно 

только для левосторонней производной по 

конечному отрезку, поэтому выполним 

замену независимой переменной 𝑥 =
1

ξ
. 

Тогда 

 𝑥
𝐶𝐷∞

𝛼 𝑦 = −ξ𝛼
0
𝐶𝐷𝜉

𝛼(ξ𝛼𝑧) + αξα
0

𝐼𝜉
1−𝛼(ξα−1𝑧), 

где 𝑧(ξ) = 𝑦 (
1

ξ
). 

Теперь можно воспользоваться 

разложением [5]: 

 0
𝐶𝐷𝑥

1− 𝑓(𝑥) = 𝑓′ − ε[𝑓′(ψ(2) − ln𝑥) − 

−
𝑓 − 𝑓(0)

𝑥
− ∑

∞

𝑘=2

(−𝑥)𝑘−1𝐷𝑥
𝑘𝑓

(𝑘 − 1)𝑘!
] + 𝑂(ε2).  (3) 

Разложение левостороннего дробного 

интеграла дано в [2]: 

 0𝐼𝜉 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ε[γ𝑓(𝑥) + 

+
𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑥

0

ln(𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡] + 𝑂(ε).  (4) 

Теперь представим интеграл из формулы 

(4) тоже в виде ряда. Для этого необходимо 

разложить подинтегральную функцию в ряд 

Тейлора и произвести обратную замену 

переменных ξ =
1

𝑥
 с использованием 

соотношения 

𝑧(𝑛)(ξ) = (−1)𝑛𝑥𝑛𝑛! (𝑛 − 1)! × 

× ∑
𝑥𝑘𝑦(𝑘)

(𝑛 − 𝑘)! 𝑘! (𝑘 − 1)!

𝑛

𝑘=1

. 

Имеем 

∫

𝜉

0

ln(ξ − 𝑡) 𝑧(𝑡)𝑑𝑡 = 

=
𝑦

𝑥
+

𝑦ln𝑥

𝑥
+ ln𝑥 ∑

(𝑘 − 1)!

𝑘 + 1

∞

𝑘=1

× 

× ∑
𝑥𝑚−1𝑦(𝑚)

(𝑘 − 𝑚)! 𝑚! (𝑚 − 1)!

𝑘

𝑚=1

+ 

+ ∑
(𝑘 − 1)!

(𝑘 + 1)2
∑

𝑥𝑚−1𝑦(𝑚)

(𝑘 − 𝑚)! 𝑚! (𝑚 − 1)!

𝑘

𝑚=1

∞

𝑘=1

.   (5) 

Используя разложения (3)-(5) и 

учитывая, что 𝑥−ε ≈ 1 − εln𝑥 + 𝑂(ε2), после 

преобразований находим окончательный 

вид приближенного к (1) уравнения: 

𝐹 ≡ 𝑦′′ + 𝜀 [2
𝑦′

𝑥
+ 2𝑦′′(𝛾 − 1 + ln𝑥) − 

− ∑

∞

𝑘=2

(−1)𝑘𝑥𝑘−1𝐷𝑥
𝑘+1𝑦

(𝑘 − 1)𝑘!
+ 

+ ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=2

(
𝑘 − 2
𝑚 − 2

)
𝑥𝑚−2𝐷𝑥

𝑚𝑦

𝑚! 𝑘
+ 

+ ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=1

(
𝑘 − 2
𝑚 − 2

)
𝑥𝑚−1𝐷𝑥

𝑚+1𝑦

𝑚! (𝑚 − 1)𝑘
+ 

+ ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=2

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
(𝑚 − 1)𝑥𝑚−2𝐷𝑥

𝑚𝑦

(𝑘 + 1)2𝑚(𝑚 − 2)!
+ 

+ ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=2

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚−1𝐷𝑥

𝑚+1𝑦

(𝑘 + 1)2𝑚(𝑚 − 2)!
+ 
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+ ∑

∞

𝑘=1

∑

𝑘

𝑚=1

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚−1𝐷𝑥

𝑚+1𝑦

(𝑘 + 1)2(𝑚 − 1)!
+ 

+ ∑

∞

𝑘=1

∑

𝑘

𝑚=1

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚𝐷𝑥

𝑚+2𝑦

(𝑘 + 1)2𝑚!
+ 

+2 ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=2

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚−2𝐷𝑥

𝑚𝑦

(𝑘 + 1)𝑚(𝑚 − 2)!
+ 

+2 ∑

∞

𝑘=1

∑

𝑘

𝑚=1

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚−1𝐷𝑥

𝑚+1𝑦

(𝑘 + 1)𝑚!
+ 

+ln𝑥 ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=2

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
(𝑚 − 1)𝑥𝑚−2𝐷𝑥

𝑚𝑦

(𝑘 + 1)𝑚(𝑚 − 2)!
+ 

+ln𝑥 ∑

∞

𝑘=2

∑

𝑘

𝑚=2

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚−1𝐷𝑥

𝑚+1𝑦

(𝑘 + 1)𝑚(𝑚 − 2)!
+ 

+ln𝑥 ∑

∞

𝑘=1

∑

𝑘

𝑚=1

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚−1𝐷𝑥

𝑚+1𝑦

(𝑘 + 1)(𝑚 − 1)!
+ 

+ln𝑥 ∑

∞

𝑘=1

∑

𝑘

𝑚=1

(
𝑘 − 1
𝑚 − 1

)
𝑥𝑚𝐷𝑥

𝑚+2𝑦

(𝑘 + 1)𝑚!
] ≈ 0.    (6) 

Из (6) имеем ε𝑦′′ ≈ 0, поэтому (6) может 

быть существенно упрощено: 

𝐹 ≡ 𝑦′′ + 2ε
𝑦′

𝑥
≈ 0.                   (7) 

НАХОЖДЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ 

СИММЕТРИЙ 

Найдем приближенную группу точеч-

ных преобразований для уравнения (7). Ин-

финитезимальный оператор приближенной 

группы имеет вид [6] 

𝑋 = (ξ0 + εξ1)
∂

∂𝑥
+ (η0 + εη1)

∂

∂𝑦
.     (8) 

Координаты ξ(𝑖), η(𝑖)(𝑖 = 0,1) являются 

функциями 𝑥, 𝑦. Оператор (8) продолжается 

на все переменные, входящие в уравнение 

(7): 

�̃� = 𝑋 + (ζ0
1 + εζ1

1)
∂

∂𝑦′
+ (ζ0

2 + εζ1
2)

∂

∂𝑦′′
, 

где координаты ζ𝑖
𝑘 продолженного операто-

ра определяются по классическим форму-

лам продолжения [1]. 

При ε = 0 уравнение (7) переходит в 

простое дифференциальное уравнение вто-

рого порядка 𝑦′′ = 0, группа преобразова-

ний которого известна [1]: 

ξ0 = 𝐶4𝑥 + 𝐶5𝑥2 + 𝐶6 + 𝐶7𝑦 + 𝐶8𝑥𝑦,   
η0 = 𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑦 + 𝐶5𝑥𝑦 + 𝐶8𝑦2. 

С использованием известного [6] алго-

ритма нахождения приближенной группы 

преобразований было доказано следующее 

утверждение. 

Утверждение. Уравнение (7) допускает 

16-параметрическую группу приближенных 

точечных преобразований, порождаемую 

операторами 

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑦
,   𝑋2 = 𝑥[1 + 2ε(1 − ln𝑥)]

𝜕

𝜕𝑦
, 

𝑋3 = 𝑦
𝜕

𝜕𝑦
,   𝑋4 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
, 

𝑋5 = 𝑥2[1 + 2ε(2 − ln𝑥)]
𝜕

𝜕𝑥
+ 

+𝑥𝑦[1 + 2ε(1 − ln𝑥)]
𝜕

𝜕𝑦
,  

𝑋6 = (1 + 2εln𝑥)
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋7 = 𝑦[1 + 2εln𝑥]

𝜕

𝜕𝑥
, 

𝑋8 = 𝑥𝑦
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦2[1 − 2ε]

𝜕

𝜕𝑦
, 

𝑋𝑖+8 = ε𝑋𝑖, 𝑖 = 1, … 8. 

Знание приближенной группы дает воз-

можность строить приближенно инвариант-

ные решения уравнения (1). 

ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ 

Найдем приближенный первый интеграл 

уравнения (7) методом интегрирующего 

множителя. Соответствующий множитель 

будем строить с помощью сопряженного 

уравнения по методике [7]. 

Сопряженное уравнение к (7) будем 

строить по формуле 

𝐹∗ =
δ[𝑧𝐹]

δ𝑦
=

∂[𝑧𝐹]

∂𝑦
− 𝐷𝑥 (

∂[𝑧𝐹]

∂𝑦′
) + 

+𝐷𝑥
2 (

∂[𝑧𝐹]

∂𝑦′′
),    (9) 

где 𝑧 = 𝑧(𝑥) – новая зависимая переменная, 
𝛿

𝛿𝑦
 – оператор Эйлера-Лагранжа. 

Подставив уравнение (7) в формулу (9), 

получаем
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𝐹∗ ≡ 𝑧′′ + 2ε𝑧
1

𝑥2
− 2ε𝑧′

1

𝑥
≈ 0.      (10) 

Уравнения (7) и (10) удовлетворяют 

условию 

𝑧𝐹 − 𝑦𝐹∗ = 𝐷𝑥(ψ), 

где ψ[y, z] – первый интеграл исходного 

уравнения. 

Возьмем любое частное решение урав-

нения (10), например 𝑧 = 𝑥, оно и будет яв-

ляться интегрирующим множителем для 

уравнения (7). 

Тогда приближенный первый интеграл 

уравнения (7) вычисляется по формуле  

из [7]: 

ψ = 𝑦 [2ε
1

𝑥
𝑧 − 𝑧′] + 𝑦′𝑧 = 2ε𝑦 − 𝑦 + 𝑥𝑦′. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В ходе выполнения работы было 

построено приближенное уравнение 

фильтрации с малым параметром для 

дробно-дифференциальной модели в 

предположении близости порядка дробного 

дифференцирования к единице. Для 

полученного уравнения была найдена 

приближенная группа точечных преобра-

зований, на основании известной групповой 

классификации ОДУ второго порядка. На 

основании приближенного сопряженного 

уравнения построен первый приближенный 

интеграл найденного приближенного 

аналога уравнения фильтрации. 
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