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Аннотация. В статье рассматривается течение вязкоупругой жидкости с дробно-
дифференциальным по времени реологическим уравнением состояния в квадратной 
каверне. Приводятся результаты вычислительных экспериментов, направленных на 
исследование влияния параметров реологического уравнения состояния вязкоупру-
гой жидкости на характер течения. Показывается, что применение порядка дробного 
дифференцирования в реологическом уравнении состояния приводит к качественной 
и количественной перестройке параметров течения. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Вязкоупругая жидкость – вещество, которое при деформации проявляет свойства, схожие 

со свойствами вязких жидкостей и упругих твердых тел. Вязкоупругие жидкости активно 

используются в нефтяной промышленности при проведении гидроразрыва пласта (ГРП). 

ГРП – метод интенсификации скважины путем закачки смеси жидкости и расклинивающего 

агента (проппанта) [5, 8]. 

Моделирование процесса движения вязкоупругой жидкости отличается от моделирова-

ния движения обычной ньютоновской жидкости, так как необходимо использовать более 

сложные реологические соотношения между напряжением и деформацией. 

Понимание процессов, происходящих при течении вязкоупругой жидкости, поможет про-

гнозировать поведение таких жидкостей в ГРП. При тестировании численных алгоритмов 

решения гидродинамических задач часто рассматривается течение жидкости в квадратной 

каверне. Имеющиеся результаты расчетов позволяют проверить работу новых численных 

алгоритмов для расчетов течения вязкоупругой жидкости. 

Целью данной работы – провести численное моделирование течения вязкоупругой жид-

кости с дробно-дифференциальным по времени реологическим уравнением состояния в 

квадратной каверне. 

Аппарат дробных производных применяется для модификации реологических соотноше-

ний для более точного описания движения конкретных вязкоупругих жидкостей и моделиро-

вания свойства эредитарности – способность запоминать информацию о своем предыдущем 

состоянии с течением времени [6]. 

 



70      Естественные науки           Молодежный Вестник  УГАТУ                 2021. № 1 (24) 

ОПИСАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Простейшая модель вязкоупругой жидкости – одномерная модель Максвелла [1, 11]. Она 

была получена из предположения, что под действием одной и той же силы жидкость дефор-

мируется вследствие упругости и вязкости: 

 𝜏 +
𝜂0

𝐸

𝑑𝜏

𝑑𝑡
= 𝜂

𝑑𝜀

𝑑𝑡
, (1) 

где 𝐸 – модуль Юнга (Па), 𝜀 – деформация. 

В трехмерном случае уравнение принимает иной вид: 

 𝜏 + 𝜆�̇� = 2𝜂0𝐷, (2) 

В уравнении (2) производная тензора напряжений �̇� определяется различными способами. 

Неопределенность в выборе формулы связана с тем, что уравнение (2) должно быть 

нейтральным относительно выбора системы отсчета [1, 10]. Для этого вводятся формулы 

яумановской, нижней конвективной и верхней конвективной производных, которые обеспе-

чивают нейтральность уравнения [10]. 

Обобщение реологической модели Максвелла на трехмерный случай называется моделью 

с верхней конвективной производной [1]: 

 𝜏 + 𝜆 (
𝜕𝜏

𝜕𝑡
+ 𝑣 ⋅ ∇𝜏 − (∇𝑣)𝑇 ⋅ 𝜏 − 𝜏 ⋅ (∇𝑣)) = 2𝜂0𝐷. (3) 

Величина 
𝜕𝜏

𝜕𝑡
+ 𝑣 ⋅ ∇𝜏 − (∇𝑣)𝑇 ⋅ 𝜏 − 𝜏 ⋅ (∇𝑣) называется верхней конвективной производ-

ной. 

Рассматривается двумерное движение жидкости в квадратной каверне в плоскости (𝑥, 𝑦) 

с течением времени 𝑡. Размер каверны равен 𝐿. Предполагается, что жидкость течет с посто-

янной скоростью 𝑢0 над каверной. В этом случае можно считать, что верхняя стенка каверны 

движется со скоростью 𝑢0, но жидкость через эту стенку не перетекает. 

Конечная система уравнений на скорости и давление с начальными условиями и гранич-

ными условиями имеет следующий вид: 

Уравнение неразрывности: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0, (4) 

Уравнения импульса: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑢
2

)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣𝑢)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒
(

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑆𝜙1), (5) 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑢𝑣)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣
2

)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒
(

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) + 𝑆𝜙2), (6) 

где 𝑆𝜙1 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
− [

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)], 𝑆𝜙2 = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑦
− [

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)]. Параметр 𝑅𝑒 = 𝜌𝑢0𝐿 𝜂0⁄   – число Рейнольдса. 

Реологические уравнения состояния: 

 𝑊𝑒 (𝛽 (
𝐿

𝑢0
)

1−𝜈

𝐷
𝑡
𝜈𝜏𝑥𝑥 +

𝜕(𝑢𝜏𝑥𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣𝜏𝑥𝑥)

𝜕𝑦
) = 𝑆𝜙3,  

 𝑊𝑒 (𝛽 (
𝐿

𝑢0
)

1−𝜈

𝐷
𝑡
𝜈𝜏𝑥𝑦 +

𝜕(𝑢𝜏𝑥𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣𝜏𝑥𝑦)

𝜕𝑦
) = 𝑆𝜙4, (8) 

 𝑊𝑒 (𝛽 (
𝐿

𝑢0
)

1−𝜈

𝐷
𝑡
𝜈𝜏𝑦𝑦 +

𝜕(𝑢𝜏𝑦𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣𝜏𝑦𝑦)

𝜕𝑦
) = 𝑆𝜙5,  

где 𝑆𝜙3 = 2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 2𝑊𝑒 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜏𝑥𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜏𝑥𝑦) − 𝜏𝑥𝑥, 𝑆𝜙4 = (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) + 𝑊𝑒 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜏𝑦𝑦 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜏𝑥𝑥) − 𝜏𝑥𝑦, 

𝑆𝜙5 = 2
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 2𝑊𝑒 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜏𝑦𝑦 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜏𝑥𝑦) − 𝜏𝑦𝑦. Параметр 𝑊𝑒 = 𝜆𝑢0 𝐿⁄  – число Вайсенберга. 
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𝐷
𝑡
𝜈 – дробная производная Римана-Лиувилля по времени, 𝛽 – размерный коэффициент 

при дробной производной (с
ν-1

), 𝜈 – порядок дробной производной. 

Начальные условия задачи: 

 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = 0,  

 𝑝(𝑥, 𝑦, 0) = 0, (9) 

 𝜏𝑥𝑥(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜏𝑦𝑦(𝑥, 𝑦, 0) = 0,  

Граничные условия задачи: 

 𝑢(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(1, 𝑦, 𝑡) == 0,  

 𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑥, 1, 𝑡) = 1, 𝑣(𝑥, 1, 𝑡) = 0,  

Для реологических уравнений граничные условия задаются через граничные условия на 

скорости. Предполагается, что движение жидкости переходит в стационарное состояние, по-

этому в граничных условиях отсутствуют производные напряжений по времени [7]. 

 𝜏𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝜏𝑥𝑦(0, 𝑦, 𝑡) =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑦(0, 𝑦, 𝑡) = 2𝑊𝑒 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

2

,  

 𝜏𝑥𝑥(1, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝜏𝑥𝑦(1, 𝑦, 𝑡) =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝜏𝑦𝑦(1, 𝑦, 𝑡) = 2𝑊𝑒 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

2

,  

 𝜏𝑥𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 2𝑊𝑒 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)

2

, 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 0, 𝑡) =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
, 𝜏𝑦𝑦(𝑥, 0, 𝑡) = 0. (10) 

 𝑊𝑒
𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
|

(𝑥,1,𝑡)
= 2𝑊𝑒

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜏𝑥𝑦(𝑥, 1, 𝑡) − 𝜏𝑥𝑥(𝑥, 1, 𝑡),  

 𝑊𝑒
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
|

(𝑥,1,𝑡)
=

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑊𝑒

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜏𝑦𝑦(𝑥, 1, 𝑡) − 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 1, 𝑡),  

 𝑊𝑒
𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑥
|

(𝑥,1,𝑡)
= −𝜏𝑦𝑦(𝑥, 1, 𝑡).  

Для численного решения задачи (4)–(10) течения вязкоупругой жидкости в квадратной 

каверне используется метод конечных объемов с алгоритмом SIMPLE, который позволяет 

добиться консервативности разностных схем [3, 4]. 

Основная особенность численного моделирования вязкоупругой жидкости – аппроксима-

ция источниковых членов и граничных условий. Необходимо рассчитывать средние значения 

производных скоростей 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 и 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, а также учитывать особенности геометрии сетки. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Течение в квадратной каверне для ньютоновской жидкости рассматривалось ранее в ра-

ботах [2, 9]. Оно является стандартным для проверки работы численных алгоритмов решения 

гидродинамических задач. При числе Рейнольдса 𝑅𝑒 ≈ 1000 в углах каверны наблюдаются 

вихри. 

Для анализа течения вязкоупругой жидкости с дробно-дифференциальным по времени 

реологическим уравнением состояния были проведены численные эксперименты при раз-

личных параметрах числа Рейнольдса 𝑅𝑒 и порядка дробной производной 𝜈. 

Получены новые результаты расчетов течения вязкоупругой жидкости с дробно-

дифференциальным по времени реологическим уравнением состояния. При использовании 

модели Максвелла с верхней конвективной производной с числом Вайсенберга 𝑊𝑒 = 0.01  

в каверне возникают три вихря, расположение которых отличается от случая ньютоновской 

жидкости. Один из вихрей в правом нижнем углу имеет достаточно малый размер. 

С дробно-дифференциальной по времени реологической моделью состояния получен ка-

чественно новый результат. При числе Рейнольдса 𝑅𝑒 ≤ 100 в правом нижнем углу каверны 

вихрь увеличивается в размерах при уменьшении порядка дробной производной. Это также 

подтверждают результаты расчетов зависимости гидравлического диаметра от порядка 𝜈. 



72      Естественные науки           Молодежный Вестник  УГАТУ                 2021. № 1 (24) 

Для оценки размера вихря была использована формула гидравлического диаметра 𝐷ℎ, 

рассчитанная по формуле: 

 𝐷ℎ =
4𝑆

𝑃
, (11) 

где 𝑆 – площадь вихря, 𝑃 – периметр границы вихря. 

На  рис.  1 построен график зависимости гидравлического диаметра от порядка дробной 

производной 𝜈 для числа Рейнольдса 𝑅𝑒 = 100: 

 

Рис. 1. График зависимости гидравлического диаметра 𝐷ℎ от порядка дробной производной 𝜈 

Данная модель дает такие результаты только в том случае, когда размерный коэффициент 

при дробной производной 𝛽 сопоставим с числом Вайсенберга. Если число Вайсенберга до-

статочно мало, то влияние дробной производной на характер течения жидкости может ока-

заться несущественным. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье рассмотрено течение вязкоупругой жидкости с дробно-

дифференциальным по времени реологическим уравнением состояния в квадратной каверне. 

Исследовано влияние различных параметров задачи, в том числе порядка дробного диффе-

ренцирования, на характер течения жидкости в каверне. 

Получены новые результаты расчетов течения вязкоупругой жидкости с дробно-

дифференциальным по времени реологическим уравнением состояния. Порядок дробного 

дифференцирования в реологическом уравнении состояния приводит к качественной и коли-

чественной перестройке параметров течения (изменяются размеры вихрей, возникающих в 

квадратной каверне). 
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