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Аннотация. Рассматривается процесс двухфазной фильтрации флюида в неоднород-
ной трещиновато-пористой среде, описываемый дробно-дифференциальной модифи-
кацией закона фильтрации Дарси с потенциалом Рисса. Выполняется построение ли-
нейной модели двухфазной фильтрации. Производится вывод уравнения на давление 
нефти из системы уравнений модели. Предлагается использование метода IMPES для 
построения численного решения рассматриваемой модели фильтрации. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из актуальных задач математического моделирования является описание и исследо-

вание диффузионных процессов в сложных неоднородных средах. Процессы в подобных сре-

дах часто характеризуются аномальной кинетикой протекания, которая не подчиняется нор-

мальной (гауссовой) статистике и может проявляться в виде эффектов памяти (нелокальность 

по времени) или дальних пространственных взаимодействий (нелокальность по простран-

ству). Данные явления возникают при исследовании диффузионных и волновых процессов, в 

классической и квантовой механике, физике диэлектриков и полупроводников, физике плазмы 

и во многих других областях [1]. 

В последние годы аппарат интегро-дифференцирования дробного порядка [2] все чаще 

применяется для описания аномальных явлений и процессов с эффектами пространственной 

и временной нелокальности. Применение данной теории позволяет описывать аномальную ки-

нетику в сложных неоднородных средах посредством замены неоднородных сред однород-

ными, но с нелокальными эффектами, описываемыми интегралами и производными дробного 

порядка. В настоящий момент предложено множество дробно-дифференциальных математи-

ческих моделей подобных процессов [3]. 

Целью данной работы является построение дробно-дифференциального обобщения мо-

дели двухфазной фильтрации с потенциалом Рисса, который является одним из возможных 

обобщений понятия дробного интегрирования на случай многомерного пространства. 

ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ МОДИФИКАЦИЯ ЗАКОН ДАРСИ 

Рассмотрим процесс двухфазной фильтрации флюида в неоднородной трещиновато-

пористой среде с эффектами нелокальности по пространству. Подобная нелокальность может 

быть вызвана различными дальними взаимодействиями, которые могут наблюдаться, 

например, в нефтяных пластах с естественной трещиноватостью [4]. Трещиновато-пористая 

среда может быть осредненно представлена как однородная изотропная сжимаемая пористая 
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среда со степенной реологией, приводящей к следующей дробно-дифференциальной 

модификации закона фильтрации Дарси: 

𝑢 = −
𝑘𝛼

𝜇
∇(𝑅𝛼𝑝),    𝛼 ∈ (0,1). (1) 

Здесь 

μ – вязкость флюида, Па⋅c;  

kα – дробно-дифференциальный аналог проницаемости пористой среды, м α; 

u – вектор скорости фильтрующегося флюида, м/с; 

Rα – потенциал Рисса, который определяется как 

𝑅α𝑢(𝑥) =
1

γ𝑛(α)
∫

𝑢(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−α
𝑑𝑦,

𝑅𝑛

  α ≠ 𝑛, 𝑛 + 2, 𝑛 + 4, . . ., (2) 

где 

γ𝑛(α) = 2απ
𝑛

2

Γ (
α

2
)

Γ (
𝑛−α

2
)

. 

Закон фильтрации (1) позволяет описывать процессы супердиффузионного переноса 

вещества. В предельном случае α = 0 данная модель совпадает с классическим законом 

фильтрации Дарси. Модифицированный закон Дарси подобного вида исследовался, например, 

в работе [5]. 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ 

Основные уравнения модели (уравнения массового баланса) записываются для двух 

рассматриваемых несмешивающихся и находящихся в термодинамическом равновесии фаз (𝑜 

– нефть, 𝑤 – вода) и имеют вид 

𝜕

𝜕𝑡
(ϕ

𝑆𝑜

𝐵𝑜
) + ∇ (

𝑢𝑜

𝐵𝑜
) = 𝑞𝑜, 

∂

∂𝑡
(ϕ

𝑆𝑤

𝐵𝑤
) + ∇ (

𝑢𝑤

𝐵𝑤
) = 𝑞𝑤 . 

(3) 

(4) 

Здесь ϕ – пористость среды, Sl – насыщенность фазы l, ul – скорость фильтрации фазы l, Bl 

– коэффициент объемного расширения фазы l, ql – плотность объемных источников фазы l при 

нормальных условиях, l={o,w} – обозначение рассматриваемой фазы. Плотности объемных 

источников ql включаются в систему уравнений модели для учета влияния добывающих и 

нагнетающих скважин. 

Зависимость скоростей и давлений рассматриваемых фаз может быть учтена с 

использованием дробно-дифференциального обобщения закона фильтрации Дарси (1), 

которое, с учетом влияния гравитационных сил, может быть представлено в виде 

𝑢 = −
𝑘

μ𝑙
[𝑘𝑟𝑙

α ∇(𝑅α𝑝𝑙) + 𝑘𝑟𝑙𝜌𝑙𝑔],    α ∈ (0,1),    𝑝 = 𝑝(𝑡, 𝑥),    𝑥 ∈ 𝑅3. (5) 

Здесь k – проницаемость пористой среды, μl – вязкость фазы l, krl – относительная фазовая 

проницаемость для фазы l, 𝑘𝑟𝑙
α  – дробно-дифференциальный аналог относительной фазовой 

проницаемости, pl – давление фазы l, ρl – плотность фазы l, g – вектор ускорения свободного 

падения. 

Плотности фаз представляются в виде  

𝜌𝑙 =
𝜌𝑙

∗

𝐵𝑙
,
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где 𝜌𝑙
∗ – плотности фаз при нормальных условиях. 

Совместность системы уравнений обеспечивается представленными ниже замыкающими 

соотношениями. Первое из них связывает давления нефти и воды через капиллярное давление: 

𝑝𝑐𝑜𝑤 = 𝑝𝑜 − 𝑝𝑤 , (6) 

а второе представляет собой балансовое соотношение для насыщенностей: 

𝑆𝑜 + 𝑆𝑤 = 1. (7) 

Подстановка модифицированного закона Дарси (5) в систему уравнений модели (3), (4), с 

учетом представленных выше замыкающих соотношений (6), (7), приводит к следующей 

системе уравнений дробно-дифференциальной модификации модели двухфазной фильтрации 

𝜕

𝜕𝑡
(ϕ

1 − 𝑆𝑤

𝐵𝑜
) = 𝐹𝑜, 

𝜕

𝜕𝑡
(ϕ

𝑆𝑤

𝐵𝑤
) = 𝐹𝑤, 

(8) 

(9) 

где 

𝐹𝑜 ≡ ∇[λ𝑜𝑘𝑟𝑜
α ∇(𝑅α𝑝𝑜) + λ𝑜𝑘𝑟𝑜ρ𝑜𝑔] + 𝑞𝑜 ,   

 𝐹𝑤 ≡ ∇[λ𝑤𝑘𝑟𝑤
α ∇(𝑅α[𝑝𝑜 − 𝑝𝑐𝑜𝑤]) + λ𝑤𝑘𝑟𝑤ρ𝑤𝑔] + 𝑞𝑤, 

λ𝑙 =
𝑘

μ𝑙𝐵𝑙
. 

В системе уравнений (8), (9) неизвестными функциями являются водонасыщенность 𝑆𝑤 =
𝑆𝑤(𝑡, 𝑥) и давление нефти 𝑝𝑜 = 𝑝𝑜(𝑡, 𝑥), а следующие функции считаются известными:  

ϕ = ϕ(𝑥, 𝑝𝑜),    𝑘 = 𝑘(𝑥, 𝑝𝑜),    𝑞𝑙 = 𝑞𝑙(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑙, 𝑆𝑤), 

𝐵𝑙 = 𝐵𝑙(𝑝𝑙),    μ𝑙 = μ𝑙(𝑝𝑙),    𝜌𝑙 = 𝜌𝑙(𝑝𝑙), 

𝑘𝑟𝑜 = 𝑘𝑟𝑜(𝑆𝑤),    𝑘𝑟𝑤 = 𝑘𝑟𝑤(𝑆𝑤),    𝑝𝑐𝑜𝑤 = 𝑝𝑐𝑜𝑤(𝑆𝑤). 

В качестве начальных условий для данной модели можно положить распределения полей 

водонасыщенности и давления нефти в начальный момент времени: 

𝑝𝑜(0, 𝑥) = 𝑝𝑜
0(𝑥),   𝑆𝑤(0, 𝑥) = 𝑆𝑤

0 (𝑥). 

УРАВНЕНИЕ НА ДАВЛЕНИЕ 

Численное решение представленной ранее системы уравнений двухфазной фильтрации (8), 

(9) может быть построено с использованием метода IMPES [6]. В данном методе из системы 

уравнений модели многофазной фильтрации выделяется уравнение на давление, которое 

записывается исходя из условия пренебрежения изменением капиллярного давления в 

пределах каждого временного шага. Для численного решения данного уравнения используется 

неявная разностная схема, а для нахождения значений водонасыщенности – явная разностная 

схема, записанная для уравнения (8). 

По временной переменной 𝑡 ∈ [𝑡𝑜 , 𝑇] задается разностная сетка вида 

ω𝑛 = {𝑡𝑘: 𝑡𝑘 = 𝑡𝑘−1 + Δ𝑡𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁, ∑ Δ𝑡𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑇}. (10) 

Пренебрегая изменением капиллярного давления в пределах каждого временного шага,  

справедливо  

𝑝𝑐𝑜𝑤(𝑡) = 𝑝𝑐𝑜𝑤(𝑡𝑛), 𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1],
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𝜕𝑝𝑜

𝜕𝑡
=

𝜕𝑝𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕𝑝

𝜕𝑡
. 

Уравнение (8) дает  

𝜕

𝜕𝑡
(ϕ

1 − 𝑆𝑤

𝐵𝑜
) =

𝜕

𝜕𝑡
(

𝜙

𝐵𝑜
) − ϕ

𝑆𝑤

𝐵𝑤

𝜕

𝜕𝑡
(

𝐵𝑤

𝐵𝑜
) −

𝐵𝑤

𝐵𝑜

𝜕

𝜕𝑡
(ϕ

𝑆𝑤

𝐵𝑤
) = 𝐹𝑜 . 

Отсюда, в силу (9), можно записать уравнение на давление в виде 

𝜕

𝜕𝑡
(

ϕ

𝐵𝑜
) − ϕ

𝑆𝑤

𝐵𝑤

𝜕

𝜕𝑡
(

𝐵𝑤

𝐵𝑜
) = 𝐹𝑜 +

𝐵𝑤

𝐵𝑜
𝐹𝑤 . (11) 

В пределах каждого временного слоя, т.е. при 𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1], уравнение (11) представляется 

как 

𝑏
𝜕𝑝𝑜

𝜕𝑡
= 𝐹𝑜 +

𝐵𝑤

𝐵𝑜
𝐹𝑤 , (12) 

где 

𝑏 =
𝐵𝑜 (

𝜕ϕ

𝜕𝑝𝑜
− ϕ

𝑆𝑤

𝐵𝑤

𝑑𝐵𝑤

𝑑𝑝𝑤
) − ϕ

𝑑𝐵𝑜

𝑑𝑝𝑜
(1 − 𝑆𝑤)

𝐵𝑜
2

. 

Выделяя из правой части (12) члены, зависящие от ∇(𝑅𝛼𝑝𝑜), получим уравнение на давление 

вида 

𝑏
𝜕𝑝𝑜

𝜕𝑡
= ∇λ𝑜𝑘𝑟𝑜

α ∇(𝑅α𝑝𝑜) +
𝐵𝑤

𝐵𝑜
∇λ𝑤𝑘𝑟𝑤

α ∇(𝑅α𝑝𝑜) + 𝑄, (13) 

где 

𝑄 = ∇[(λ𝑜𝑘𝑟𝑜ρ𝑜 + λ𝑤𝑘𝑟𝑤ρ𝑤)𝑔] − ∇λw𝑘𝑟𝑤
α ∇(𝑅α𝑝𝑐𝑜𝑤) + 𝑞𝑜 + 𝑞𝑤. 

Уравнение (19) является нелинейным, так как его коэффициенты зависят от давления 

нефти. В IMPES методе численное решение подобных уравнений строится с использованием 

неявной разностной схемы, для которой выполняется внутренний итерационный процесс в 

пределах каждого временного шага для уточнения получаемых значений нелинейных 

коэффициентов. Для численного нахождения значений водонасыщенности с учетом 

найденного давления нефти выполняется построение явной разностной схемы уравнения (8). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрен процесс фильтрации флюидов в неоднородной трещиновато-

пористой среде. Для описания подобного процесса предложено использование дробно-

дифференциального обобщения закона фильтрации Дарси с потенциалом Рисса. Выполнено 

построение модели двухфазной фильтрации с использованием предложенного закона 

фильтрации. Для численного решения системы уравнений построенной модели предложено 

использование метода IMPES, для чего из рассматриваемой системы уравнений было 

выделено одно уравнение на давление нефти. 
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